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DEUXIÈME PARTIE. 



PREMIÈRE SECTION. 

PillNCIPES GÉNÉRAUX. 



CHAPITRE I. 

PRINCIPES DE RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX RELATIFS A LA FLEXION 
PLANE EN GÉNÉRAL. 

§ 285. 

DÉmiITIOH DES PIÈGES COHSISÉBÉES. — Considérons (^fig> A, p. 2) 
un arc GqG^ appartenant à une courbe plane quelconque. Dans 
le plan AqBo normal à Tune des extrémités de Tare, envisageons 
une aire pleine ou évidée comme celle indiquée par des hachures, 
satisfaisant à la triple condition : i" d'être symétrique par rapport 
à la normale AoBo à la courbe GqG^; 2" d'avoir son centre de 
gravité Gq sur cette courbe ; 3° d'avoir des dimensions très petites 
par rapport à la longueur GoG^ de l'arc donné et aussi par rapport 
aux différents rayons de courbure de cet arc. 

Supposons que cette aire se meuve en restant invariable, son 
II. I* 
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cenlre de gravité parcourant Parc donné GoGi, son plan restant 
constamment normal à cet arc et son axe de symétrie ne quittant 
pas le plan de l'arc. 

Si Tespace ainsi parcouru est supposé rempli d'une matière 
homogène et élastique, nous aurons la définition d'un corps comme 
ceux dont nous nous proposons d'étudier l'équilibre. 

Toute ligne matérielle équidistante de l'arc GoGi se nomme 

une fibre, 

Fig. A. 




L'arc GqG, lui-même, lieu des centres de gravité des sections 
transversales AB, se nomme la Jihre moyenne. Le corps considéré 
est, par définition, symétrique par rapport au plan de la fibre 
moyenne. 

Remarque, — Les considérations qui vont suivre seront encore 
applicables : i" si l'aire mobile, au lieu de rester rigoureusement 
invariable, varie, pourvu que les dimensions qu'elle prend dans 
deux positions infiniment voisines AB, A'B' diffèrent de quantités 
très petites relativement à l'arc correspondant GG' parcouru 
sur la fibre moyenne : on dit alors que la pièce est à section 
variable; a° si le corps n'est pas homogène, pourvu que sa struc- 
ture soit symétrique par rapport au plan de la courbe GoG|. 
Toutefois, dans ce cas, ce n'est pas le centre de gravité de l'aire 
mobile supposée homogène qui doit parcourir cette courbe, mais 
le cenlre de gravité de cette aire, en attribuant à chacun des élé- 
ments superficiels qui la composent une densité égale ou propor- 
tionnelle au coefficient d'élasticité du corps à l'intérieur de cet 
élément. C'est le lieu GoGi de ces centres de gravité qui est alors 
appelé la fibre moyenne. 
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§ 286. 

FORGES ET DtFORMiTIOHS iLASTIQlUES. — Supposons que le corps 
AqBoAiBi vienne à être soumis à des forces en équilibre. 
Quelques-unes peuvent être données; d'autres peuvent repré- 
senter des réactions d'appuis; mais nous supposons les unes et les 
autres situées dans le plan de la Cbre moyenne ou plan de sy- 
métrie. 

Fig. a. 

f 

I 



--- * 




Sous l'actîon de ces forces, le corps se déformera et prendra 
une position définitive, telle que a^bç^a^ 6| {fig- a). Généralement 
cette position sera très peu différente de celle AoBqAiB, qu'il 
avait dans son état naturel. Cependant, dans certains cas, un 
corps peut, sans se briser, changer très notablement de forme. 
C'est le cas d'un jonc ou d'une règle plate, droite dans son état 
naturel et qui peut recevoir, sans rupture, une courbure d'autant 
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plus prononcée que ses dimensions transversales sont plus faibles 
par rapport à sa longueur; le même fait se réalise dans les res- 
sorts. Il ne se produit pas généralement dans les pièces employées 
dans l'art des constructions et que nous avons surtout en vue. 
Toutefois, pour comprendre tous les cas, nous supposerons d'abord 
que la position définitive d'équilibre ao&o<^i^i puisse différer 
autant qu'on le voudra de la position primitive AoBoA^B,. 

Comme tout est symétrique par rapport au plan de la fibre 
moyenne, celle-ci n'a pas quitté ce plan, de sorte que la nouvelle 
fibre g^g\ fist également plane et située dans le plan GoG|. 

Le corps a^b^a^ b^ étant en équilibre, si l'on y fait une section 
ab transversale (c'est-à-dire normale à la fibre moyenne gagh)^ la 
portion a^b^ab devra aussi être en équilibre sous l'action des 
forces qui la sollicitent. Ces forces sont : i® les forces extérieures^ 
y compris les réactions des appuis s'il en existe, agissant depuis 
l'extrémité a^b^ que nous supposons, comme précédemment, être 
celle de gauche et la section a6; a® les forces élastiques exercées 
par la partie du corps située à droite de ab sur celle de gauche. 

Ceci posé, soient ^X, gY la tangente et la normale à la fibre 
moyenne en g^ prolongées dans le sens convenu au § 189, c'est- 
à-dire ^X vers la partie du corps placée à droite de a6, ^Y dans 
un sens tel que si l'on rapporte le corps à deux axes rectangulaires 
des X et des y^ lorsque la section ab est parallèle à ce dernier, le 
sens gY soit celui des r positifs. 

Désignons respectivement par] N, T, M la compression de la 
fibre moyenne, l'effort tranchant et le moment de flexion, c'est- 
à-dire les sommes des projections sur ^X et ^Y et la somme 
des moments relativement au point g de toutes les forces exté- 
rieures, y compris les réactions des appuis agissant entre ao^a 
et ab. 

Nous savons (§ 190) que, dans l'état d'équilibre, ces trois quan- 
tités représentent aussi respectivement les sommes des projec- 
tions sur ^X et ^Y et la somme des moments relativement au 
point g des forces élastiques exercées par la partie de gauche a© 6o 
du corps sur celle de droite. 

Nous savons de plus que, si on les connaissait, on pourrait en 
déduire approximativement la distribution des forces élastiques à 
rintérieur du corps. 
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On les connaît toutes les fois que le corps est libre ou, s'il ne 
Test pas, toutes les fois que la Statique suffit à déterminer les 
réactions des appuis. 

Lorsqu'il n'en est pas ainsi, il est nécessaire de faire intervenir 
!a déformation du corps, et, pour pouvoir la déterminer sans trop 
de difficulté, quelle que soit la forme de la section, nous admet- 
trons les hypothèses de la Résistance des matériaux. 

§ 287. 

HYPOTHÈSES DS LA BÉSISTAIGE DES KATËRIAUZ. — Ces hypothèses 
consistent en ce que : 

I® Pendant la déformation élastique d'un corps comme celui 
défini au § 285, toute section primitivement plane et normale à la 
fibre moyenne reste, après la déformation, plane et normale à la 
fibre moyenne déformée. 

Considérons {^fig* A, p. 2) la section plane AB faite au point G du 
corps pris dans son état naturel, c'est-à-dire alors qu'aucune force, 
pas même son propre poids, n'agit sur lui et que tous ses points 
sont à une même température convenue. 

Après la déformation, le point G vient en g {Jig- a, p. 3 ) ; la sur- 
face plane AB se transformera évidemment, si l'on envisage les 
choses rigoureusement, en une surface légèrement courbe. Mais, 
à cause des faibles dimensions transversales de la pièce, on admet 
qu'il est permis de confondre cette surface avec son plan tangent 
en^ et nous admettrons d'abord (sauf à revenir sur ce point) que 
ce plan est resté sensiblement normal à la fibre moyenne. 

2° Les variations qui, pendant la déformation, se sont produites 
dans les dimensions transversales de la pièce sont négligeables en 
présence de celles qui ont lieu dans ses dimensions longitudinales. 

3® On sait que, si une tige de longueur /, de section S, de coef- 
ficient d'élasticité E, s'allonge ou se raccourcit d'une quantité \ 
la tension ou pression /correspondante est donnée par la formule 

OU 
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ce qu'on peut énoncer ainsi : La tension ou pression par unité 
de surface d'une tige est égale au produit de son allongement 
ou raccourcissement par unité de longueur par son coefficient 
d'élasticité. 

On admet que cette loi est applicable à chaque élément de fibre 
qui sMIonge ou se raccourcit. 

Les deux hypothèses i° et 2° réunies équivalent à regarder 
toute section transversale AB comme une surface rigoureusement 
invariable ou rigide^ puisqu'elle est censée ne pouvoir ni se 
courber ni se dilater ou se contracter. Elles équivalent, en d'autres 
termes, à regarder les corps que nous étudions comme semi- 
rigides ou semi-élastiques y à savoir : rigides dans toutes les di- 
rections transversales et élastiques seulement dans la direction 
longitudinale. 

Il résulte de l'invariabilité attribuée à toute section transversale 
ab que les forces qui ont leurs points d'application dans une 
telle section, en particulier les forces élastiques qui s'y dévelop- 
pent, peuvent être composées et décomposées suivant les règles 
relatives aux forces appliquées aux systèmes invariables. Dans les 
considérations développées au Chapitre VI (V^ Partie), nous les 
avons composées fictivement pour y applique^ les conditions 
d'équilibre communes à tous les corps. Mais, grâce aux hypothèses 
i** et 2**, nous pourrons, dans ce qui va suivre, remplacer effec- 
tivement les forces élastiques en nombre infini qui se déve- 
loppent dans une même section ab par leurs résultantes^ tandis 
qu'une telle opération ne serait pas permise pour des forces ayant 
leurs points d'application dans des sections ,difrérentes, puisque, 
dans Je sens longitudinal, le corps est supposé élastique. 

Supposons, par exemple, que les forces extérieures se compo- 
sent de deux couples de mêmes moments et de sens opposés, les 
deux forces de l'un des couples étant appliquées en deux points 
de la section a^b^ {fig^ <^j P» 3) et les deux forces de l'autre ayant 
leurs points d'application en deux points de la section a^ 6f . Nous 
pourrons remplacer le premier couple par tout autre de même 
moment, pourvu que ses forces aient toujours leurs points d'ap- 
plication dans la section a^ b^ ; de même, nous pourrons déplacer 
le second ou changer ses forces et son bras de levier pourvu que 
son moment ne change pas et que les points d'application de ses 
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deux forces ne sortent pas de la section at b\. Mais nous ne pour- 
rons pas composer le premier couple avec le second. Séparés et 
appliqués aux deux sections extrêmes, ils produisent la flexion de 
la pièce, tandis que, composés, ils ne produiraient plus rien. 

Nous pouvons donc remplacer effectivement dans chaque section 
les forces élastiques qui y agissent par leur résultante si elle existe 
et en tous cas, que la résultante existe ou non, par : 

1** Leur résultante de translation au centre de gravité g de la 
section que Ton considère. Les composantes normale et tangen- 
tielle de cette force sont N et T; 

2** Le couple résultant de cette translation ou couple de flexion, 
lequel a pour moment le moment de flexion M. 

§ 288. 

BELATIONS ENTBE LES FORGfiS ÉLASTiaUES ET LES DÉFORMATIONS ftU'ELLES 
PRODUISENT. — Soit toujours {/ig. A, p. 2) AoBoA|B| la pièce dans 
son état naturel et supposons-la arrivée (Jig. a, P- 3) dans sa 
position finale en aob^Uxt^. 

Considérons dans la figure primitive deux sections infiniment 
voisines AB, A'B' coupant la fibre moyenne en G et G'. Soit 
GoG = 5 l'arc de la fibre moyenne compté à partir d'une origine 
fixe qui sera généralement l'extrémité gauche de la courbe, en sorte 
queGG'=rf5, et dans la portion ABA'B' du corps, découpons 
une partie DED'E' limitée : 

1° Par deux portions de cylindres DE, D'E' concentriques à GG', 
ayant leurs génératrices perpendiculaires au plan de la figure; 

2** Par les deux partions planes projetées en DD' et EE'; 

3** En avant et en arrière du plan de la figure par la surface du 
corps. 

Les dimensions transversales du corps étant regardées comme 
très petites par rapport à son rayon de courbure, tous les arcs tels 
que AA', BB', DE, D'E' sont sensiblement égaux entre eux et à GG' 
ou dsn 

Après la déformation les sections AB, A'B' seront venues, je 
suppose, en aby a'b' [fig^ a) et la portion du corps projetée en 
DED'E' sera venue occuper une position projetée en ded'd. 
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A cause de rinvariabililé des dimensions transversales, on aura 
dg = DG. Désignons par u cette longueur comptée positivement 
suivant Taxe gY, 

La surface plane projetée en DD' se projettera après la déforma- 
lion en d(l\ son aire n'aura pas changé de grandeur. Désignons 
par (T cette aire. 

Si la portion du corps AB A'B' s'élait déplacée sans déformation, 
la face AB venant en aby celle A'B' serait venue occuper une posi- 
tion telle que A', B',, de sorte que la partie du corps projetée en 
rfrf'E,E; est identique à DD'EE'. 

Divisons Taire o- projetée en dd' en un très grand nombre m de 

parties égales—» de sorte que chaque partie ayant pour base — 
forme un élément de fibre. 

Tous ces éléments ont même section — > même longueur primi- 
tive DE — ds et prennent même raccourcissement \ raccourcisse- 
ment positif ou négatif, ici positif. 

Or, d'après Thypothèse 3® § 287, la pression n par unité de 
surface est égale au produit du raccourcissement par unité de 
longueur par le coefficient d'élasticité. Donc 

ds 

La force n étant rapportée à l'unité de surface, celle qui agit sur 

l'un des éléments superficiels — > projeté en rfe, est n x — • Toutes 

les forces agissant ainsi sur les m éléments — projetés en de se 

composent en une seule égale à n o-, située dans le plan de la figure, 
appliquée à l'élément rfrf' et normale à cet élément. 

La force N est la somme des projections de toutes les forces 
élastiques agissant dans une section a6, sur la normale à cette sec- 
lion : c'est donc la somme des forces no*. 

Le moment de flexion est, de même, la somme des moments re- 
lativement au point g des forces élastiques qui agissent dans la 
section. Or, les composantes tangentielles de ces forces passant 
par le point g^ leurs moments sont nuls. Donc M est la somme 
des moments des forces élastiques normales n. Ainsi 

(3) N = 2ncT, U^ -I.n<su, 
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les sommes S se rapporlant à toutes les forces n agissant entre 
a et 6; le signe — vient de ce que, no* étant regardé comme une 
compression, son moment est — n(TU, les moments positifs étant 
comptés de gauche à droite. 

Remplaçant n par sa valeur (2) et multipliant par ds, il vient 

(4) Nrf5 = SE(jX, Mds = --I,Etj\u. 

Pour utiliser ces équations, il faut déterminer le raccourcisse- 
ment positif ou négatif X, qu'a subi chaque fibre DE D'E' (^g- A) 
ou son égale à dEt d'E\ (fig- a) placée à la distance u de la fibre 
moYcnne. 

Soit \o le raccourcissement positif ou négatif de l'élément ds de 
la fibre moyenne. 

On peut amener le plan A'^B', en a^b' par : 1° une translation 
\q=z G', ^ qui l'amène en ap, le point G| venant dans sa position 
définitive ^5 2^ une rotation autour de g' d'un angle ao^a'== w 
que nous comptons positive de gauche à droite. Cette rotation se 
nomme une flexion et l'angle w est l'angle de la flexion. 

On aura évidemment 

(5) X = Xo-ha)a. 

Remplaçant \ par sa valeur dans (4) et observant que \ et co ne 
changent pas d'un terme à l'autre des sommes S, il viendra 

Nû?5 = XoSEa-h (oSEjm, M ds = — Xo2E<jm — cDSE<yM«. 

Que E soit constant ou variable d'un point à un autre de la 
section, attribuons à chaque élément superficiel o- une densité fic- 
tive égale à la valeur de E en ce point, et désignons par ^ le centre 
de gravité de cette aire, homogène ou non, suivant que E est con- 
stant ou variable dans la section, par S' sa masse fictive total'e ainsi 
obtenue, par F le moment d'inertie de cette masse relativement à 
Taxe projeté en son centre de gravité g'. On aura 

2Ecr=S', 2E(JM«=r. 

Et, à cause d'une propriété souvent invoquée du centre de gra- 
vité 

SEffM = o. 
Donc 

(6) Nt/j^XoS', M^5 = — toi'. 
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Si E est constant dans chaque section (constant ou variable 
d'une section à l'autre), on aura, en appelant S et I l'aire de la 
section et le moment d'inertie de celte aire, 

(7) S'=ES, l'=EI. 

Par suite, pour le raccourcissement \q et la rotation a> d'un 
élément ds de la fibre moyenne, 

. Nds N^5 Mds Mds 

(8) Xo=-^- = -ï^-, to--~,-=--^^-. 

D'ailleurs, on a 

(9) X = Xo— wzi, 

pour le raccourcissement d'une fibre placée à la distance u de la 
fibre moyenne et, par suite, pour la force élastique normale n 
rapportée à l'unité de surface qui agit sur cette fibre. 
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lorsque E est constant dans chaque section (constant ou variable 
d'une section à l'autre). 

Ce dernier résultat était évident; car, si E est constant dans une 
section, l'hypothèse que nous avons faite dans tous ces calculs et 
qui consiste à admettre : 1® que chaque élément de fibre supporte 
une force proportionnelle à son raccourcissement et que de plus 
les sections planes et normales à la fibre moyenne restent planes, 
équivalent ensemble à admettre que les forces élastiques /i, dans 
chaque section, varient linéairement avec u et alors la formule (10') 
s'ensuit indépendamment de la nature du corps comme il a été 
établi dans la première Partie de cet Ouvrage. ^ 
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§ 289. 

riBBEREUTBE. — Prolongeons A', B'^ jusqu'à sa rencontre en O 
avec dV. Au lieu d'amener A'^B', en ciV par une translation 
G|g^ = Xo et une rotation w autour de ^, il est clair qu'on peut 
l'y amener par une simple rotation w autour de O. 

Le raccourcissement \ de chaque fibre est donc proportionnel à 
sa distance à ce point. 

La force élastique correspondante n contient X en facteur. Elle 
est donc nulle au point O. 

Le lieu des points O se nomme, comme nous l'avons déjà vu, la 
fibre neutre. 

Si les points O sont à l'intérieur de la pièce, de façon que leur 
lieu forme une Jibre effective^ cette fibre ne subira ni allongement, 
ni raccourcissement, ni, par suite, de'force élastique. C'est ce qui 
justifie son nom. 

Sa position est facile à trouver. On a évidemment 

Désignons par rf' la distance du point O à la fibre moyenne, 
distance comptée positivement dans le sens OY, de sorte qu'ici 

On aura 

Xo = — WXC?' ou 17c = £^ ^ 



ES El 



ou 



(II) rf=5^- 



§ 290. 



CERBE DE FBE88I0H. — Au lieu de remplacer les forces élas- 
tiques par leur résultante transportée en g et le couple résultant 
correspondant M, on peut les remplacer par leur résultante véri- 
table R. Le point G où cette force coupe la section se nomme le 
centre de pression. Désignons par d sa distance positive ou né- 
gative au point g. 
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Les composantes tangentielle et normale de R sont évidemment 
égales à T et à N. 

Le moment par rapport à ^ de la première de ces forces est nul. 
Le moment de la seconde est 

et, comme le moment de R est égal au moment de flexion M, 
on a 

d'où 

qui donne la position du centre de pression. 

§ 291. 

BELATIOH ERTfiE LES POSITIONS DE LA HEBE HEUTBE ET DU GERTEE DE 
PBESSION. — Des expressions de d et rf' on tire 

(i3) dd' = -^=-^r^y 

r étant le rayon de gyration de la section S par rapport à l'axe 
projeté en g. Ce résultat était facile à prévoir d'après la théorie 
générale exposée au Chapitre XXII (T* Partie). 

§ 292. 

YABIATION DE GOUEBURE D'UHE PIÈGE PAB SUITE DE SA DÉFOEMATIOH 
ÉLASTIOÙE. — On fonde habituellement la théorie des pièces à fibre 
moyenne plane sur une formule très simple et très remarquable que nous 
allons établir, quoique le mode d'exposition que nous adopterons permette 
de s'en passer, ainsi que des intégrations que son emploi exige. 

Supposons que les ^g, A bis et a bis (p. i3) représentent une pièce 
dans son état naturel et son état final, et que les sections AB, A'B' soient 
venues respectivement en abj a'b\ 

Si la portion ABA'B' du corps s'était déplacée sans changer de forme, 
la section AB venant en aby celle A'B' serait venue en Aj B'i, de façon que 

a6A'jB\ = ABA'B'. 
Il résulte de là que, si l'on prolonge la normale A j B', jusqu'à sa rencontre 
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l3 



en Co avec la normale infiniment voisine ab, la longueur ^Co représente le 
rayon de courbure en G de la fibre moyenne dans son état naturel; ce 
rayon donné en chaque point G, nous le représenterons par la lettre po, 
en sorte que po est une fonction donnée de l'arc Go G ou s, 

Fig. kbis. 




Si nous prolongeons de même a'b' jusqu'à sa rencontre] en c avec la 
normale infiniment voisine ah, la longueur gc représente le rayon de cour- 
bure au point g, après la déformation. Ce rayon inconnu, nous le désigne- 
rons par la lettre p. 

Par le point G'j où la ligne Aj B^ coupe la fibre moyenne, meno ns G', c 
parallèle à a!b\ 
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L'angle c'G\ Cq est l'angle to dont a tourné la section A.\B',, pour venir 
en a'b', changé désigne. Si donc on désigne, pour abréger, par c'etColes 
angles gc'G\ et ^CoG\, l'angle Co extérieur au triangle c'coG\ donne 

Co=c' tu ou c' — Co=CD. 

Et, comme ^G', = GG' = ds; gCo= po, 

dsl — 7 ) = tu. 

Mais les triangles semblables ^Gj c' et gg'c donnent 



d'où 



ou, en divisant par ds et remplaçant Xq et co par leurs valeurs (8) (§ 288), 
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S'il n'y a pas de compression de la fibre moyenne, N = o et la formule se 
réduit à 

P po i^i 

. N 
Cette formule est encore vraie approximativement, même si -^ n'est pas 

nul, parce que, le coefficient d'élasticité E étant toujours un nombre très 

grand (pour le fer E = a x io*o, en prenant le mètre et le kilogramme 

N 
pour unités), le terme -rrr est négligeable devant l'unité. 

Pour que la formule (i4') soit générale, on devra compter le rayon de 
courbure p positivement ou négativement suivant qu'il tombe ou non dans 
le sens positif choisi pour la normale gY, suivant les conventions rappe- 
lées au § 286. 

Cette formule est d'autant plus remarquable que, pour l'établir, nous 
n'avons pas supposé la déformation de la pièce très petite; par conséquent, 
elle s'applique aux ressorts, etc. 

Si la fibre primitive est circulaire, po est constant. 

Si la fibre primitive est droite, c'est-à-dire si la pièce est une poutre 
droite, po = oo ; si de plus les charges sont normales à la fibre moyenne, on 
a N = o, et la formule (14') coïncide avec celle (i4) et donne 

I M 

('^^ P = -Eî^ 
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qui sert habituellement de fondement à la théorie des poutres droites et 
qui est applicable, quelque grande que soit la déformation. 

Supposons une poutre horizontale dont la fibre moyenne AB soit prise 
pour axe des rr, Taxe ky descendant étant l'axe des^ {fig- Iï P« i6)- 

£n désignant para: et j^ les coordonnées d'un point ^ de la fibre moyenne 
après déformation, on aura 



- doit être compté positivement dans le sens des y positifs, c'est-à-dire 

si le centre de courbure se trouve vers le bas. Mais alors on sait que —r-z 
est "positif; donc on doit prendre 

d^y d*y 

r <y.r* d.T* jVF 

P ~ / JdvY / ~/~dy\* ~~ ^^ ' 



V-(ê)' V-(=)" 



Dans le cas où la déformation est très petite, l'ordonnée y de la fibre 

dy 
moyenne et sa dérivée -j-y c'est-à-dire Tinclinaison de l'une quelconque 

dv 
de ses tangentes, sont très petites et l'on peut négliger le carré de -j- 

dx 

devant l'unité. On a, par suite, la formule qui sert habituellement de 

fondement à la théorie des poutres droites, dans le cas de déformations 

très petites : 

d^Y M 

Remarque I. — La courbe qu'affecte après la flexion la fibre moyen*ne 
primitivement rectiligne d'une poutre se nomme la courbe de flexion, 

La formule (i5) et celle (i6) montrent que, soit pour des flexions finies, 
soit pour' des flexions petites : i° les points d'inflexion de la courbe de 
flexion ont lieu aux points où le moment de flexion s'annule et seulement 
en ces points; 2° aux points où le moment de flexion est positif, la courbe 
tourne sa concavité vers le haut, et aux points où il est négatif, elle tourne 
sa concavité vers le bas. 

Toutefois, la conclusion a** peut, si on le préfère, être renversée en chan- 
geant le sens de l'axe des y^ tandis que celle 1° est absolue et fondamen- 
tale. 

Elle peut s'étendre aux pièces naturellement courbes. La formule (14) 
montre : i*» que la courbure de la fibre moyenne déformée est la même que 
celle du point correspondant de la fibre primitive en tous les points où le 
moment de flexion est nul et seulement en ces points ; a* en second lieu, 
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mais cette fois sous réserve des conventions faites sur le sens de la cour- 
bure et du moment, la courbure décroit lors du passage de l'état naturel à 
l'état final aux. points où le moment de flexion est positif et croît aux 
points où il est négatif. 

Fig. I. 



Remarque IL — Il résulte de la formule (i5) que le rapport rry est Tin- 

verse d'une longueur; donc le produit de ce rapport par une longueur est 
un nombre abstrait indépendant de tout choix d'unités et son produit par 
le carré d'une longueur est une simple longueur. 

§ 293. 

nrLUENCS DE LA TEMPÉRATÏÏBE. — Ce qui précède suppose que 
la pièce ne se déforme que sous l'influence de son élasticité. C'est 
ce qui aura lieu, si elle a conservé la température qu'elle avait 
lorsqu'elle était dans son état naturel, avant que les forces qui la 
sollicitent aient commencé à agir, ou, si l'on veut, celle qu'elle 
avait au moment de sdi pose. 

Prenons cette température pour zéro de l'échelle therraomé- 
trique. 

Supposons à présent que, dans la section considérée AB, la tem- 
pérature devienne égale à t degrés centigrades, t étant un nombre 
positif ou négatif suivant que la température est de t® plus élevée 
ou de T° moins élevée que celle de pose. 

Soit 8 le coefficient de dilatation linéaire, parla chaleur, de la 
matière dans celle même section AB, c'est-à-dire la quantité dont 
l'unité de longueur de cette matière s'allonge pour i® C. d'aug- 
mentation dans la température : 

Les nomhres t et o seront généralement les mêmes dans toute 
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l'étendue d'une pièce. Maïs, pour plus de généralité, nous les 
supposerons constants ou variables d'une section à une autre. 

La longueur <i5 supposée sensiblement constante pour tous les 
éléments de fibre compris entre AB et A'B' {Jig- A, p. 2) de- 
viendra ds-i-ù-zcls, l'allongement o-: ds étant positif ou négatif, 
suivant que t est positif ou négatif. 

Le raccourcissement d'un élément de fibre placé à la dislance u 
de la fibre moyenne, raccourcissement qui, sous la seule influence 
des forces, a été désigné par X, ne sera donc plus, sous la double 
influence des forces et de la chaleur, que 

X' ^ À — OT ds = "ko — oz ds -h Où u, 

ou, à cause de (8), 

(14) ^-=(-^^-^ÈS- El)^^- 

Pour w = o, c'est-à-dire pour le raccourcissement de l'élément 
ds de la fibre moyenne, on a 

(14') X'o = Xo — 8-: t/5-^ /^--OTH- ^jds. 

§ 294. 

BÉTEBIOHATIOH ftâlÉRALE DES BÉPLAGEHDITS TAHT ÉLASTiaUES ttUE 
GALOBinaUES, aïïAHD B.8 SOHT SUPPOSÉS TRÈS PETITS. — Considérons 
{Jig. 2, p. 18) une pièce dont la libre moyenne, dans son état 
naturel, occupe la position GoG^'etqui, sous l'influence de forces 
données, prend une position finale d'équilibre gog"» 

Un point quelconque G de la fibre moyenne primitive sera venu 
en g et la section normale n ou (X) faite en G sera venue occuper 
la position {n). Il s'agit de déterminer : i "* en grandeur, direction et 
sens le déplacement Qg du point G; 2" la grandeur et le sens de 
l'angle Q dont a tourné la section n pour venir en (/i). 

Rapportons le système à deux axes de coordonnées rectangu- 
laires quelconques O^, Oy\ désignons par x et r les coordonnées 
du point G, par GoG = 5 l'arc de la fibre moyenne estimé de la 
gauche yers la droite; par u et pies projections, sur les deux axes, 
du déplacement G »•, en sorte que les coordonnées du point g se- 
lf. 2 
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ront x' = X -^ u^ y =j' •+- v. Les trois inconnues du problème 
sont donc ii, v^ Q; on peut les considérer comme trois fonctions 
de la variable s. Nous les supposerons d^aillcurs assez petiles pour 
qu'on puisse négliger les quantités de Tordre de leurs carrés, ce 
qui équivaut à dire qu'on peut les traiter comme des quantités in- 
finiment petites. 

Fig. 2. 




Ceci posé, concevons qu'on déplace la courbe finale go g" dans 
son plan sans en changer la forme, de façon à amener le point g^ 
en Go et à la rendre tangente en G© à la courbe Go G". 

Sa nouvelle position Goy" sera ainsi entièrement déterminée et, 
pour amener la fibre moyenne Go G" dans sa position finale g^g"-, 
on peut d'abord l'amener en coïncidence avec Go y", les sections 
normales restant normales à la nouvelle courbe; la pièce aura ainsi 
acquis une forme identique à sa forme finale gi^g^' et, pour l'amener 
dans sa position finale, il suffira de la déplacer comme un système 
invariable de façon à porter sa fibre moyenne de Go*^' en go g''. 
Pour cela, il suffit de lui imprimer une translation égale et paral- 
lèle au déplacement Go^o et une rotation égale à l'angle des tan- 
gentes en Go et ^o ^*^ ^ l'angle dont on a tourné la section nor- 
male Go^oî nous désignerons par to^ cet angle, par Uq et ^'o les 
composantes parallèles aux axes, du déplacement Go^'o ^^ nous 
regarderons les trois constantes Uq, i'o) ^o? qui ne servent qu'à 
définir la position définitive de la pièce sans influer sur sa forme, 
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comme données. Ainsi donc, après avoir amené la pièce de GqG" 
en Go y", il ne restera qu'à lui imprimer une rotation w© autour 
du point Go, puis une translation Uo parallèle à Taxe des x et 
une translation ^o parallèle à Taxe des j^. 

Pour voir comment on peut déformer la pièce de façon à l'amener 
en GoY"j marquons sur la fibre moyenne primitive des points infi- 
niment voisins et écartés entre eux de la quantité ds : G©, G«, Ga, 
Gs, . . -, G et traçons les sections normales correspondantes G©, 

1, ^s •••, fi * 

Désignons par i", 2"^ 3", . . ., n" ce que sont devenues les sec- 
tions normales dans la déformation ; ces sections, normales à Go^, 
ne sont pas marquées sur la figure. 

La section Go restant, par hypothèse, fixe, nous pouvons amener 
celle infiniment voisine 1 dans sa position i" par une contraction 
positive ou négative convenable de l'élément G© G| de la fibre 
moyenne et une rotation convenable autour de G| . Supposons que, 
dans ces mouvements, toute la partie G|G" ait été entraînée sans 
changer de forme. 

La section G| étant ainsi en place et devant, par suite, rester 
fixe, nous pouvons amener à son tour la section 2 en place, par 
une dilatation ou contraction convenable de l'élément GiGa, 
c'est-à-dire par une translation convenable de la section G^ sui- 
vant GiGa, suivie d'une certaine rotation autour de G2. Suppo- 
sons que, dans ces mouvements, toute la portion G2G" de la pièce 
ait été entraînée sans changer de forme. 

La section 2 étant ainsi en place, nous pouvons de même y 
amener la section 3 en imprimant à toute la portion GsG^dela 
pièce une translation convenable suivant G2G3 et une rotation 
autour de G3. 

Si nous examinons à présent tous les mouvements qu'il a fallu 
imprimer à une section quelconque G pour l'amener en place, nous 
voyons qu'ils se composent : 1° d'une suite de translations conve- 
nables suivant tous les éléments d'arcs G,,Gj, GiGa, G2G3, . . ., 
jusqu'à G,i_<G; 2" d'une suite de rotations convenables autour 
des points G©, G<, G2, . . ., G,i_«, G. Il convient d'observer toute- 
fois que les rotations n'ont pas lieu autour des points G2, (13, 
G4, ..-îGrt.i, G, tels qu'ils sont marqués sur la figure; car, après 
la rotation de toute la partie G< G'' autour de G<, tous les centres 
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de rotation G2, G3, . . . ont pris de nouvelles positions, et c'est 
autour de la nouvelle position de G2 que se fera la seconde rota- 
tion et de même pour les suivantes. 

Mais, par hypothèse, les nouvelles positions des centres de rota- 
tion peuvent être traitées comme si elles étaient infiniment voisines 
des premières, et il est clair que, si Ton fait tourner un corps autour 
d'un axe infiniment voisin de son axe de rotation réel, les diffé- 
rences qui en résultent dans les chemins parcourus sont infiniment 
petites par rapport à ces chemins eux-mêmes, c'est-à-dire négli- 
geables. 

Une observation analogue est valable pour les translations qui 
ne se font pas, il est vrai, rigoureusement suivant GiGo, 
GïGa, ...,mais qui se font suivant des directions considérées 
comme infiniment voisines des précédentes et Terreur commise 
en prenant les premières directions à la place des dernières est de 
l'ordre des grandeurs que nous sommes convenu de négliger. 

Nous pouvons donc dire, en thèse finale, que pour avoir le dé- 
placement véritable G y d'un point quelconque G dans le passage 
de la forme G© G" à celle Go^, ainsi que la rotation correspondante 
de la section n, il suffit de composer entre elles : 1** des transla- 
tions successives suivant les directions connues GoG<, G, G2, . . . , 
G,/_<G; a** des rotations successives autour des points G|, 
G2, . . . , G et de composer ensuite la translation résultante avec la 
rotation résultante et, pour avoir la position finale de la pièce, il 
faudra, aux mouvements précédents, ajouter la translation Go^o 
du point Go et la rotati'on to^ de la section correspondante. 

Or l'expression des grandeurs des mouvements qu'il s*agit de 
composer nous est connue. 

1* Translations. — Prenons entre Go et G un point quelconque G' ; 
désignons par x\y ses coordonnées; par 5' l'arc G© G', en sorte 
que x\y sont des fonctions données de 5', puisqu'on donne la 
courbe Go G. Désignons de plus, pour la section faite en G' par N', 
M', S', r, les quantités précédemment désignées par les mêmes 
lettres sans accents; la formule (i4') du § 293 donne, pour la 
grandeur de la translation, suivant rf^', c'est-à-dire la grandeur de 
l'allongement de cet élément, 
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Ses composantes suivant les axes sont 

Les composantes de la translation totale du point G parallèle- 
ment aux axes sont les sommes ou intégrales de ces composantes 
élémentaires, l'intégration étant faite de Go à G ou de ^'=0 
à s' = s. 

Pour plus de généralité, supposons que l'origine des s soit 
arbitraire et que, pour l'extrémité Go de la fibre moyenne, on ait 
s'=So, alors les intégrations seront à faire de ^o à 5; les compo- 
santes de la translation à faire subir au point G sont donc 

qu'on pourrait, bien entendu, écrire, si on le jugeait plus com- 
mode, 

en désignant par ^o?JKo les coordonnées du point Gq. 

Pour avoir la position définitive ^0 5^' de la pièce, il nous faut, 
aux composantes de la translation ci-dessus, ajouter celles e/o, Vq 
du point Go, de sorte que la translation totale à faire subir au 
point G a pour composantes 

V'z' dx' — I ^r^,dx'f parallèlement à Ox, 
^'x'd/ — I p,çv7û?y, parallèlement à O^. 



(.8) { '; 



2* Rotations. — La formule 8 du § 288 donne pour l'angle de la 
rotation autour du point G' 






Il faut composer entre elles toutes les rotations analogues autour 
de tous les points G' compris entre G© et G, ou plus exactement 
autour de tous les axes perpendiculaires au plan de la figure pro- 
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jetés en ces points et, pour avoir la position définitive de la pièce, v 
adjoindre la rotation (Oq autour du point Gq de la section passant 
par ce point. 

Il est facile, d'après cela, de trouver les composantes u et r, 
parallèlement aux axes, du déplacement définitif d'un point quel- 
conque G. 

En effet, soit {/iff^ 3) 

l'angle de la rotation autour du point G'. Par suite de cette rota- 
tion, tout point G du corps placé à droite de G décrit un petit 

Fig. 3. 



C'I^llLl 




^(•^.y) 



\X" 



arc GG" d'angle w' compté positivement àeOx vers Oy. Cet arc 
GG^ peut être confondu avec une perpendiculaire à la droite 
G'G = r. Si donc on appelle a l'angle de G'G avec l'axe Ojc, les 
projections du déplacement GG^' sur cet axe et l'axe 0/ sont res- 
pectivement 



(19) 



GCsina = — rw' sina — — ta'iy—y)^ 
GG'cosa= ra)'cosa= (a'(x — x') 
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OU 

ET ' ET ' 

et les sommes des projections des déplacements dus à toutes les 
rotations autour des points G' {/ig^ a, p. 18) compris entre Go 
et G, parallèlement à Oj?, sont 

parallèlement à Oy^ 

7,„ ET '^''- V K'I' J El' ''*• 

En y joignant ; 1° le déplacement dû à la rotation de la sec- 
tion AqBo, rotation dontTangle est Wq et qui, parla formule (19), 
donne un déplacement ayant pour composantes 

2** les expressions (18) provenant des translations, on aura défi- 
nitivement 

j U = l.o-COo(j-7o)4-jr'-!^î^^:|^ dx\ 

I ç= ç^^^,^a:^x,)--J' ^\7/^ ds'-^J%\'dy^J'^, dy. 

D'ailleurs Tangle dont a tourné la section passant par le 
point G se compose de celui coq dont a tourné la section Gq, plus 
de tous ceux co' dont ont tourné les sections G^ comprises entre 
Gq et G. Ainsi, si Q désigne cet angle, on aura 

r* M' 
(21) û = a)o^J ^,ds'{^). 



(') On peut aussi trouver les mêmes résultats sous une forme peut-être plus 
commode par les considérations cinématiques qui suivent : 

On sait que deux rotations parallèles ou non se composent comme des forces, 
d'où résulte qu'en général les rotations se composent comme les forces. 

Or des forces perpendiculaires au plan de la figure, comme le sont les axes de 
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Remarque L — Les formules précédentes sont vraies, que le 
coefficient d'élasticité E' soit constant ou variable d'une section à 
Tautre, pourvu qu'il soit constant dans l'étendue d'une même sec- 
tion. S'il variait même d'un point à un autre d'une section, il suf- 
firait de remplacer dans toutes les formules ES et El respective- 
ment par les quantités qu'au § 288 nous avons désignées par les 
lettres S' et F, c'est-à-dire que ES serait remplacé par la masse 
fictive de la section d'aire S en attribuant à chaque point de cette 
aire une densité égale au coefficient d'élasticité de la matière en ce 
point et El serait remplacé par le moment d'inertie de cette aire 
hétérogène ainsi constituée, relativement à son centre de gravité. 

La difficulté ne serait donc en rien augmentée. Si, au contraire, 
le corps est homogène, la constante E' = E pourra partout être 
placée en dehors des signes d'intégration. 



rotation et réparties suivant la courbe G, G, de façon qu*en chaque élément ds' 
se trouve appliquée une force de grandeur 

se composent en une force unique R égale à leur somme, en sorte que R = SF. 
Cette force R serait d'ailleurs projetée en un point dont les coordonnées Ç, •t\ se- 
raient données (§ 124) par le théorème des moments relatifs à deux plans projetés 
suivant les axes 0.27, Oy, ou, si Ton veut, par les formules 

RÇ = 3:Fxa:, Rifi = 3:Fxy, 

X ex. y étant les coordonnées de la projection du point d'application de la force F. 
Ici les £ se changent en intégrales prises du point G^ au point G. La résultante 
serait d'ailleurs £F. Donc, de même, les rotations se réduisent à une rotation 
unique Q. égale à la somme des rotations composantes, ce qui donne, en a^'ant 
égard aussi à la rotation (o^ et supprimant les accents sous les signes d'intégration, 
ce qui ne change pas la valeur des intégrales définies que l'on considère, 

(A) a = .,-f'J-^ds. 

Tel est l'angle total dont a tourné la section n pour venir occuper sa position 
finale (n). 

Quant aux coordonnées \ et tj, du point autour duquel a lieu cette rotation, 
elles seront fournies, en ayant toujours égard à la rotation co^ autour du point 
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§ 295. 

UFLUISIGB DE LISFFOET TRAVCIAIT. — Dans tout ce qui précède, 
on n'a tenu compte que des déformations élastiques produites par 
la compression N de la fibre moyenne et le moment de flexion M ; 
on a négligé Teffet dû à V effort tranchant T, eflet qu'on nomme 
le glissement transversal. 

De même que la compression longitudinale N produit, entre 
deux sections consécutives séparées par la distance ds^ un mouve- 
ment relatif suivant ds et égal, en valeur absolue, à 

de même, reffort tranchant T fait que l'une des deux sections 
prend relativement à l'autre un mouvement de glissement sur 
elle-même dont la grandeur est 

^E étant ce qu'on peut appeler le coefficient d'élasticité transversal 
de la matière. Si la matière était parfaitement isotrope, c'est-à-dire 



^a'^o» P^*" '®* formules 

(B) ûÇ = w„a7„ - / ^j d*, ût; = 0),^,- / -^ ds. 

Si la fibre moyenne n'est pas comprimée, ou si sa compression est négligeable, 
N = o, en sorte que la translation est la même pour toutes les sections et a pour 
composantes u^ et v^'j si donc elle est nulle pour un seul point de la fibre moyenne, 
elle sera nulle en tous les points et le déplacement à faire subir à une section 
quelconque se réduit à la rotation û autour d'un point dont les coordonnées sont 
\ et r\, de sorte que les formules (A) et (B) suffisent à définir complètement ce 
mouvement. 

Et comme elles expriment simplement la loi de composition d'un système 

de forces parallèles, de grandeurs — r; -p ds, autour des points projetés en a? et^ 

et de la rotation Ug d'une section origine, elles sont extrêmement faciles à retenir 
et à retrouver. 

Ajoutons qu'elles restent les mêmes, que les rotations positives soient comptées 
des X positifs vers les y positifs ou vice versa. 
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de conslitution identique dans toutes les directions considérées à 
partir d'un quelconque de ses points, on aurait 5^ = 1. 

On admet, en général, que le nombre g est voisin de -J pour 
tous les corps usités dans Tart des constructions. 

Ce nouveau mouvement est une translation suivant la normale 
à la fibre moyenne. Et comme, d'après le sens positif adopté pour 
la normale, les cosinus des angles qu'elle fait avec les axes sont 

— ^ et o 'il s'ensuit que les composantes de cette translation 

parallèlement aux x et aux y seront respectivement, en accen- 
tuant les lettres pour le point G' {fig- 2) 

I r d/ I T' dx' 

' g'É' S' ds' ''' g'É' b' W^'^' 

A B 



fl^W 



La translation tolale qui en résulterait pour une section quel- 
conque relativement à la section extrême de gauche supposée fixe 
aurait pour composantes : 

Parallèlement aux a- — / -71,,^/ :rT ^«'; 

s^ ^ li o as 

Ce sont ces termes qu'il faudrait ajouter respectivement aux ex- 
pressions (20) si l'on voulait tenir compte du glissement transversal. 

Ce mouvement a pour effet de faire que les sectionsprimitivement 
normales à la fibre moyenne ne le sont plus après la déformation. 

Ainsi [fig* 4» P« 26), soient les deux sections A et B nor- 
males à l'élément ab delà fibre moyenne dans son état naturel. 

Le glissement infiniment petit de la section B sur elle-même, 
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relativement à la section A considérée comme fixe, amène le 
point 6, dans une certaine position 6', de sorte que cet élément aV 
n'est plus normal aux sections A et B. 

Au contraire, les deux autres mouvements que nous avons con- 
sidérés, à savoir la translation de B suivant a& et sa rotation autour 
de i, n'allèrent pas la normalité des sections. Ainsi, négliger le 
glissement transversal, comme on le fait d'habitude et comme nous 
le ferons en général, c'est admettre que les sections primitive- 
ment normales à la fibre moyenne restent telles après la défor- 
mation. 

§ 296. 

BÉSUHÉ DES FORMULES. — Les formules (19) d'où sont tirés les 
termes de (20) relatifs aux déplacements dus aux rotations suppo- 
sent les rotations et les moments comptés positivement de Oo: 
vers O^. Si on les comptait, positivement en sens inverse, il fau- 
drait, dans ces formules, changer 

(1)0, M, M', Î2 
en 

— (Oo, —M, —M', — û. 

Cela ne changerait pas la formule (21), mais changerait les signes 
des seconds et troisièmes termes de (20). 

En résumant les formules dans les deux hypothèses et y adjoi- 
gnant les eflFets dus à l'eflFort tranchant, elles deviennent 

= ^oip a)oCr -ro) ^f ^'^^Ç[/^ d^ 

(Ao) / 1» = Pod:(Do(a: — aro)q: / 



^r« 






" = '-<>-/ ET''*' 
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les signes supérieurs convenant au cas où les rotations et moments 
sont comptés positivement des x positifs vers les y positifs, les 
signes inférieurs à la convention contraire. 

§ 297. 

NOUVELLES FOBXULES AÉIÉBALES RELATIVES AUX PIÈCES DROITES OU 
GOUBBES. — Théorème I. — Connaissant le moment de flexion M aiix 
différents points d^une pièce quelconque, on peut en déduire par de 
simples différentiations non seulement l'effort tranchant T, mais aussi 
la compression de la fibre moyenne. 

En effet, soit {fig. a, p. i8) G{x, y) un point de la fibre moyenne. 
Appelons A' et B' les composantes parallèles aux axes de coordonnées de 
Tune quelconque des forces (directement appliquées ou réactions d'appui) 
ayant son point d'application G' à la gauche de la section faite au point G; 
a', P' les coordonnées de ce point d'application, qu'il soit sur la fibre 
moyenne ou non, et £ une somme s'étendant à toutes les forces analogues. 

On aura, par définition, 

M = S[ei M {y - P') q= B\x - a!)l 

les signes supérieurs se rapportant toujours au cas où les moments sont 
comptés positivement des x positifs vers les j' positifs. 

Mais, en désignant par la caractéristique d les dérivées partielles, on tire 
de l'expression de M 



(c) 



Ainsi, on peut, par les formules (Ao) du § 296 et celles {b) et (c), ex- 
primer tous les déplacements à l'aide de la seule fonction M et de ses dé- 
rivées partielles. Ceci posé, soient 



dx --^ -^' dy ----A> 




d'où 




, aM dx dM dy 

' ôy ds -"- dx ds' 




ÔM dy ÔM dx 

'^ ày ds "'" dx ds ~-'- 


dM 
ds 
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les sommes des projections sur les axes de coordonnées, des forces agissant 
entre l'extrémité gauche de la pièce et le point G (on accentuera ces 
lettres pour les points G' compris entre Gq et G). 
On aura 



ie) 
d'où 

(e') 



dx ^dy ^ __^dy ^^<tr 



as as as 



ds 
dx 



ds ds ds ds 



Par suite, les formules (Aq) deviennent, après quelques transformations 
simples, 

u= Uo-h I ô't' dx' ^ a)o(7 — 7o) 

(A,) lv=Vo+f 6't'rfy±(0o(ar — Xo) 

r'M'iT — x'), C'Y ., /•'/ i\T' ,, 

Si l'on néglige l'effort tranchant, les formules (Ai) deviennent 
I u= uo-^ j o'z' dx' ip a)o(/ —70) 

/ V =z Vq-^ 1 ^'-z' dy ±1 (ao{x — Xo) 

^X ~^^^''*~i.E^''*• 
qui sont plus simples et aussi exactes que celles déduites de (Aq) en y né- 
gligeant l'effort tranchant. 

On peut, dans ces formules, comme dans les précédentes, remplacer X', 
Y' en fonction des dérivées partielles de M' par la formule (d). 



(A,) 
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Si l'on néglige (§ 209) les eflets de la compression de la fibre 
moyenne et de l'ellort tranchant, les formules ci-dessus, comme 
celles Ao du paragraphe précédent, deviennent 

u=Uo — too(7 — 7o) — / - -ET""~ ds'-^ f t z' dx , 






'-' M' 



^jp 



Si le coefficient d'élasticité est constant et égal à E, dans toute 
retendue de la pièce, qu'il en soit de même du coefficient de 
dilatation 8 et de la température t (comptés toujours à partir de 
la température de pose de la pièce, prise pour zéro de l'échelle 
thermométrique), on aura 



et 



Jf 8'x'û?y = 0":(a7 — Xo), / o'x'c?/ = ot(^— j^o) 

(A,) ; V = f^o-+-û-(r — 7o) — Wo(a: — j-o)-r- / grp ds , 

r ^^' ^.' 
J ^ds, 



ii = 0)0 



où l'on fera t = o si Ton peut faire abstraction des effets de la 
température et où Ton prendra toujours les signes supérieurs ou 
inférieurs suivant qu'on préférera compter les rotations et mo- 
ments positifs des x positifs vers lesj^ positifs ou vice versa. 

§ 298. 

BEMABaUES 8UB LES D0UBIE8 SIMES DES FOBHUIES. — Quelles que 
soient les directions des axes de coordonnées, toutes les formules 
ci-dessus et celles qui vont suivre sont applicables, en prenant les 
signes supérieurs ou inférieurs suivant qu'on préférera compter 
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les rotations et moments positifs des x positifs vers les j^ positifs 
ou vice versa. 

Dans la pratique, Taxe des x est généralement horizontal et 
dirigé de la gauche vers la droite, et Taxe des^ sera vertical. 

Nous compterons toujours les rotations et moments positifs 
dans le sens des aiguilles d^une montre ou de gauche à droite. Les 
rotations et moments positifs iront donc, à savoir : 

I® Des X positifs vers les j' positifs lorsque Taxe des^ sera des- 
cendant. C'est ce que nous supposerons dans la théorie des poutres 
droites. Nous appliquerons, par suite, dans cette théorie, les for- 
mules en employant les signes supérieurs. 

2° Des j^ positifs vers les x positifs lorsque l'axe des y sera as- 
cendant. C'est ce que nous supposerons dans la théorie des arcs, 
parce que nous appliquons cette théorie principalement à des arcs 
supportés. Nous emploierons donc là les formules avec les signes 
inférieurs. Mais tous les résultats sont vrais pour les arcs suspendus 
si on les applique à ce cas, il sera plus commode de prendre l'axe 
des^' descendant et, par suite, d'adopter les signes supérieurs. 



§299. 

APFUGATIOH AUX POUTBES DROITES. >- Dans une poutre droite hori- 
zontale soumise à des charges verticales, la compression de la 
fibre moyenne est rigoureusement nulle. Donc, en négligeant 
seulement les déplacements élastiques dus à l'effort tranchant, re- 
marquant de plus que les variations de température n'ont généra- 
lement pas d'influence sur les poutres droites telles qu'on les dis- 
pose dans la pratique, les formules (A2) où l'on fera t= o sont 
applicables. 

Si l'on prend la fibre moyenne delà poutre dans son état naturel 
pour axe des x, on a 

y =yo et ds = dx. 

Par suite a = o, c'est-à-dire que les déplacements des points de la 
fibre moyenne suivant sa propre direction sont nuls, ce qui est 
évident; le déplacement total de chaque point est vertical; si l'on 
fait sur la direction de ces axes la convention qui vient d'être indi- 
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quée, ce déplacement a pour expression 

{il) V = (j)oix -- Xo) — f ^, ax, 

ou 

(22 bis) V = (jùo{x — Xq) ^ I -^dx—xj £rj«-^» 



/|/o •^Jfo 



ou en supprimant les accents, sous les signes d'intégration, ce qui 
ne change pas la valeur des intégrales définies, 

(22 ter) ç = (ûo(x^Xo)-h j Yî ~ ^ f Eï 

La quantité i^ représente l'ordonnée du point d'abscisse x de la 
fibre moyenne déformée. 

Si on l'appelle y au lieu de v et qu'on difTérentie par rapport 
à ^, l'équation (22) ou Tune de celles (22 bis) ou (22 ter), on 
aura d'abord 

dv /• *" M 

(.3) g=a.o-jr^^^ = U, 

dy 
ce qui est conforme à la dernière (A2), puisque —<) tangente irigo- 

nométrique de l'angle très petit Ù dont a tourné la section d'ab- 
scisse or, peut être confondue avec cet angle lui-même, non seule- 
ment en grandeur, mais aussi en signe, les rotations positives étant 
comptées des x vers les j^. 

En différentiant une nouvelle fois, il viendra 

("^> -dj^^-'W 

qui est la formule classique trouvée plus haut(§ 231). Inversement 
de celle-ci, en intégrant deux fois de suite, on déduirait le déplace- 
ment, de sorte qu'elle contient bien, à elle seule, si on le veut, la 
théorie complète des poutres droites dont la fibre moyenne n'est 
pas comprimée. 

§ 300. 

BÉâCTIOHS DES APPUIS. — Les pièces que Ton a à considérer dans 
la pratique ne sont, en général, pas libres et l'un des buts du 
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problème à résoudre à leur égard consiste dans la détermination 
des réactions des appuis. 

Une pièce droite ou courbe est dite simplement appuyée en un 
point A de sa fibre moyenne, lorsque ce point est assujetti à 
demeurer sur une ligne fixe. On le rendra donc libre à l'aide 
d'une réaction normale à cette ligne. 

On dit qu'elle est appuyée avec encastrement lorsque le point A 
est assujetti à demeurer sur une ligne donnée et qu'en outre la 
section normale passant par ce point est dans l'impossibilité 
d'effectuer aucune rotation. 

Pour empêcher une surface rigide [et nous a von s. vu (§ 287) 
que les sections des pièces de la Résistance des matériaux sont 
considérées comme telles] de tourner sous l'action de forces don- 
nées, il faut évidemment lui appliquer un couple convenable, de 
sorte que, pour rendre libre une pièce appuyée par un point A 
sur une ligne fixe avec encastrement, il faut appliquer au point A 
de la fibre moyenne une réaction normale à la ligne et, en outre, 
appliquer à la section un couple de grandeur convenable, de sorte 
que les réactions d'un tel appui comprennent à la fois une force 
€tun couple de grandeurs inconnues. 

Cela fait deux inconnues. 

Il peut arriver aussi : 

t** Qu'on fixe complètement un point A de la fibre moyenne. 
Un tel appui se nomme, comme nous savons, un tourillon simple, 
ou une rotule. On rend le point libre en lui appliquant une force 
inconnue à la fois en grandeur et en direction, c'est-à-dire que les 
deux composantes de la force sont inconnues; 

2** Qu'on fixe non seulement un point A de la fibre moyenne, 
mais aussi la section transversale correspondante. Pour rendre 
une surface rigide entièrement fixe, malgré les forces qui peuvent 
la solliciter, il faut évidemment lui appliquer des réactions capables 
<le faire équilibre à ces forces. Or des forces situées dans un plan 
et agissant sur un système invariable peuvent toujours être équi- 
librées par une force unique appliquée en un point A arbitraire- 
ment choisi du système et un couple. 

Donc, les réactions se composent ici d'une force dont les deux 
composantes sont inconnues et d'un couple dont le moment est 
inconnu, soit trois inconnues. 

H. 3 
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Remarque, — Si l'une des extrémités d'une pièce quelconque 
est simplement appuyée sur une ligne fixe ou sur un point fixe 
(tourillon), le moment de flexion relativement à cette extrémité est 
nul ; il n'en est pas de môme si la pièce est appuyée avec encas- 
trement. 

En efTet, dans le cas où une extrémité A de la fibre moyenne 
est simplement appuyée soit sur une ligne fixe, soit sur un point 
fixe, la réaction nécessaire pour le rendre libre passe au point A 
lui-même et son moment relativement à ce point, qui est, par 
définition, le moment de flexion, est nul. 

Mais, en cas d'encastrement, il agit en outre, sur la section 
extrême, un couple; la somme des moments des deux forces de 
ce couple relativement à l'extrémité A de la fibre moyenne 
(comme relativement à tout autre point du plan) est égale au 
moment de ce couple. C'est donc ce moment lui-même qui repré- 
sente le moment de flexion au point d'encastrement A. 

§ 301. 

FROrCIFE DE LA SUPEBPOSITIOH DES EFFETS ÉLASTiaUES DES FORCES. — 

Théorème. — Lorsque plusieurs systèmes de forces agissent 
simultanément sur un corps libre ou soumis à des liaisons con- 
sistant en ce que certains points sont fixes ou assujettis à de- 
meurer sur des lignes données y les forces et les déplacements 
élastiques, ainsi que les réactions des appuis qu^ elles détermi- 
nent^ s'obtiennent en composant les forces, déplacements élas- 
tiques ou réactions des appuis qui se produiraient, si chacun 
des systèmes de forces considérés agissait seul. 

Si la chaleur intervient, ses effets se superposent de même 
à ceux produits par les forces élastiques. 

Cette proposition résulte immédiatement de la forme linéaire 
de toutes les équations qui définissent les forces et les déplace- 
ments élastiques. 

1 ° Corps libres. — Considérons, par exemple, trois systèmes de 
forces données et en équilibre, agissant simultanément sur le corps. 
Soient, respectivement, 

(a) M„ T„ N, 
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les moments de flexion, eflbrl tranchant et compression de la fibre 
movenne, qui se produiraient en un point donné G de cette fibre, 
si le premier système agissait seul; 

(«i) M,, T„ N„ M„ T3, N3 

les quantités analogues si le second ou le troisième système agissait 
seul, et enfin 

(«î) M, T,. N 

ces mêmes quantités sous Faction simultanée des trois systèmes 
de forces. 

11 n'entre, dans les expressions des quantités (a), («i), (a^) 
aucune force inconnue, puisque le système est libre. Et, d'après 
les théorèmes de pure Statique relatifs aux projections et moments 
des résultantes ou couples résultants de plusieurs forces, on aura 

{c) M = M,-^M,-^-M3, T = T,-h T,h- Tj, N = N,-+- N,-+- Nj. 

De là résulte immédiatement le théorème énoncé en ce qui 
touche les forces élastiques. 

En effet, si, sous l'influence du premier système de forces agis- 
sant seul, /Il et ti sont les composantes tangentielle et normale de 
la force élastique en un point de la section transversale faite en G 
et placée à une distance u de la fibre moyenne, on a (§ 288) 

N, M, , T, 

Sous Tinfluence de chacun des deux autres systèmes, les com- 
posantes analogues /z^i ^2 ^t n^^ t^ seront 

N, M, T, N3 M, T3 

ei, sous l'influence de toutes les forces réunies, ces mêmes forces 
élastiques désignées par n et ^ auraient pour expressions 

N M T 

De ces diverses équations résultent bien 

La même proposition s'étend aux déplacements élastiques, 
c'est-à-dire à ceux dus au changement de forme de la pièce. La 
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position absolue du corps dans Tespace peut être ici quelconque, 
puisque le corps est libre. Pour ne faire intervenir que les dépla- 
cements dus au changement de forme, supposons qu'on maintienne 
la section extrême de gauche fixe, c'est-à-dire que les trois gran- 
deurs qu'au § 29i nous avons appelées Wo? ^'o» ^o? et qui caracté- 
risent la translation et la rotation de cette section, soient nulles. 

Alors les composantes u et i^ parallèles aux axes de coordonnées 
du déplacement d'un point quelconque G de la fibre moyenne 
sous l'influence simultanée des trois systèmes de forces et la 
rotation û de la section faite au point G seront données par les 
équations (Aq) du § 298, après que, dans ces diverses équations, 
on aura fait Uq := r© = Wq = o et V = o si l'on fait d'abord abs- 
traction de la température. 

Les déplacements et rotations 

w,, t'i, iii, w„ rj, 12j, «3, t'j, ^ij 

dues à chacun des trois systèmes de forces agissant séparément, 
s'obtiendraient en marquant les lettres w, r, û, M, N, T; M', 
N', T', qui entrent dans ces équations, d'un, deux ou trois indices. 
Or, comme les équations sont linéaires et homogènes par rapport 
aux lettres dont il s'agit, en ajoutant membre à membre les trois 
équations analogues se rapportant aux trois systèmes de charges, 
on obtient 

et de même pour v etÛ. 

Si Ton rétablit à présent dans ces dernières formules les termes 
relatifs à la température, on voit qu'ils s'ajoutent simplement aux 
précédents. 

2° Si le corps n'est pas libre, mais soumis à trois conditions au 
plus, la Statique fournit les réactions inconnues. 

Or, si trois systèmes de réactions, agissant séparément, équili- 
brent trois systèmes de forces données agissant aussi séparément, 
il est clair que les trois systèmes de réactions agissant simultané- 
ment équilibreraient les trois systèmes de forces agissant aussi 
simultanément, de sorte qu'en regardant le corps comme libre 
sous l'action des forces données et des réactions, on rentre dans 
le cas précédent. 

3** Si le corps est soumis à A: 4- 3 conditions, on pourra le re- 
garder comme libre, à la condition (§ 103) d'adjoindre aux forces 
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données Ar-f- 3 réactions inconnues. Les composantes de ces réac- 
tions, comme les composantes des forces données parallèles à des 
axes fixes de coordonnées, entrent sous forme linéaire et homogène 
dans les expressions de M, N, T ou de leurs analogues accentuées. 
D'autre part, on aura à exprimer que A" + 3 points du système 
sont fixes ou assujettis à demeurer sur des lignes données, c'est- 
à-dire que les projections de leurs déplacements sur les normales à 
ces lignes sont nulles. Ces conditions se trouveront exprimées par 
des équations linéaires relativement aux composantes w, ^f des 
points de la fibre moyenne et aux rotations Ù des sections et, par 
suite aussi, à cause des équations (Aq), relativement aux compo- 
santes des forces tant données qu'inconnues. Il résulte de là et des 
propriétés des équations du premier degré que les composantes 
des réactions inconnues ou couples inconnus seront exprimées li- 
néairement en fonction des composantes des forces données, de 
sorte que, si Ri, R2, R3 désignent les valeurs que prend, par 
exemple, la composante parallèle à l'axe des x d'une certaine 
réaction inconnue, suivant que c'est le premier, le deuxième, le 
troisième système des forces données qui agit, et si Ton désigne 
par C| une composante de l'une quelconque des forces du premier 
système et par C2, C3 ses analogues dans les autres systèmes (ana- 
logues pouvant être nulles), on aura des équations de la forme 

Rij=2yCi, R,j:=2yGï, R3x=27Gs, 

les coefficients q dépendant uniquement de la forme et de la nature 
du corps et des points d'application des forces données et étant 
naturellement les mêmes dans les trois équations, puisque, ayant la 
première formule, on passe à la seconde en remplaçant dans la 
première chaque force donnée par sa nouvelle valeur. 

Si les trois systèmes de forces agissent simultanément, il faut 
remplacer dans la première formule C| par 

C^Gi-HCj-h-Ca, 



et l'on aura 
d'où 



R^= 2yC = 2y(C,-+-C2-+-Cj); 



Rx=Ri 



et si la température agissant seule produisait une réaction Sx, on 
obtiendrait pour les efiets réunis de la température et des forces, 
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à cause de la forme linéaire des formules générales 

Rx = Sx "H Rix -+- Rjx ■+- Rsjr* 

Le théorème étant ainsi établi pour les réaclions des appuis dans 
les systèmes non libres, il s'ensuit, pour les déplacements et forces 
élastiques de tels systèmes, puisqu'en rendant le système libre par 
l'adjonction des réactions des appuis, on rentre dans le cas i<». 

GABAGTÉREfitlltRALDU FROrCIFEDE 8VPEEP08ITI0ir. — Le principe 
qui précède a été établi en supposant admises les hypothèses de 
la Résistance des matériaux. Moyennant ces hypothèses, il s'ap- 
plique à des systèmes pleins ou évidés et, en particulier, à des 
systèmes articulés avec lignes surabondantes. 

Mais, pour les systèmes réticulaires sans lignes surabondantes, 
laconnaissance des moments de flexion et efforts tranchants fournil, 
sans hypothèse, les tensions ou pressions des barres par le théorème 
deRitter(§204). 

Ces tensions ou pressions s'expriment aussi sous forme linéaire 
par rapport aux moments de flexion et eflbrts tranchants. 

Donc, pour de tels systèmes, on peut dire que le principe de la 
superposition des tensions produites dans les barres par des 
forces simultanées s'applique rigoureusement, c'est-à-dire sans 
qu'il soit nécessaire d'admettre les hypothèses de la Résistance des 
matériaux. 

Nous verrons plus loin qu'il s'applique aussi rigoureusement 
aux tensions des barres, ainsi qu'aux déplacements élastiques et 
réactions d'appuis de tout système articulé, libre ou non, qu'il 
contienne ou non des lignes surabondantes, et, dans la théorie 
mathématique de l'élasticité, on démontre qu'il est général, c'est- 
à-dire applicable à tous les corps ou systèmes de corps élastiques 
libres ou non, pourvu que les forces qui les sollicitent ne soient 
pas assez grandes pour produire des déformations permanentes. 

La généralité de ce principe tient à ce que, dans la théorie ma- 
thématique de l'élasticité, comme en Résistance des matériaux, on 
ne considère que des déplacements élastiques assez petits pour 
qu'on puisse négliger les quantités de l'ordre de leurs carrés. Il 
en résulte que les composantes de ces déplacements ne peuvent in- 
tervenir que sous forme linéaire. 
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CHAPITRE IL 

DES LIGNES d'iNFLUENCE ET DE LEUR EMPLOI DANS LE PROBLÈME 
GÉNÉRAL DE LA RECHERCHE DES POSITIONS DANGEREUSES d'uN 
CONVOI. 

§ 302. 

DÉFIHITIOir ET OBJET DES UGNES' D'IHFLUENGE. — Dans les Cha- 
pitres XVIII et suivants du premier Volume, nous avons étudié 
Finfluence d'un système de charges mobiles sur une poutre à deux 
appuis. Nous aurons à faire une étude analogue pour les poutres 
encastrées, les poutres à travées solidaires et les arcs. Le problème 
est alors beaucoup plus complexe. 

Il se simplifie notablement à Taide d'un mode de représentation 
fondé sur le principe de la superposition des effets élastiques des 
forces, dont l'idée première est due à M. le professeur Frânkel 
{Civil-ingenieur, 1876) et dont M. le professeur Winckler a tiré 
un remarquable parti dans un Mémoire publié en 1879 (^et^we des 
ingénieurs et architectes de Hanovre). Nous essayerons d'y 
ajouter nous-même quelques considérations, de sorte que, par l'en- 
semble des développements donnés dans ce Chapitre, l'emploi de 
ce mode de représentation nous paraît bien réellement devenir 
facile et expéditif dans des questions, de leur nature, très délicates. 

Considérons d'abord un système articulé quelconque (arc ou 
poutre). Supposons-le parcouru par un mobile unique m {fig. 5, 
p. 39) dont le poids soit l'unité de poids. Soit O^ la ligne qu'il 
décrit et m sa position à un instant quelconque. 

A ce moment il détermine, dans chaque barre, une certaine ten- 
sion (ou pression). 

Supposons qu'on veuille se rendre compte de la façon dont 
varie, pendant la marche du mobile, la tension qu'il fait naître dans 
une barre déterminée. A cet effet, portons la tension produite 
dans cette barre quand le mobile est en m, sur une ordonnée partant 
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de ce point (les tensions ou forces positives étant, par exemple, 
portées vers le bas et les pressions, que nous regarderons comme 
négatives, vers le haut). Le lieu des extrémités M de ces ordon- 
nées est ce que M. Friinkel nomme une courbe <ï influence {In- 
flue nz-curve) . 11 y a donc une courbe d'influence particulière pour 
chacune des barres du sysi.ùme. 

Supposons que l'on connaisse cette courbe pour une certaine 
barre. Si le mobile, au lieu de Tunité de poids, avait un poids P, en 
vertu du principe de superposition des elFets élastiques, la tension 
qu'il produirait dans la barre serait P X /^î M. 

Supposons maintenant que Ox soit parcouru par un convoi 
formé des poids P, , P2, Ps, occupant, à un certain instant, les posi- 
tions /n«, /?22, mj. Menons les ordonnées miMi, W1M2, mjMj de 

Fig. 5. 




la ligne d'influence, ordonnées que nous appellerons^'!, ^'2, >'3. 
La tension de la barre, en vertu du principe de superposition 
déjà invoqué, sera 

ou, comme y\ est négatif, 

— Pi X mi M, -h P, X /?iï M, -h P3 X ma Mj ; 

de sorte que la connaissance de la courbe d'influence relative à une 
barre permet de déterminer la tension qu'elle éprouve à chaque 
instant par le passage d'un convoi de forme quelconque et, par 
suite, les valeurs extrêmes de cette force. 

Dans les systèmes réticulaires, les forces élastiques de toutes les 
barres sont déterminées rigoureusement si l'on connaît les moments 
de flexion et les efl^orts tranchants dans un nombre limité de sec- 
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lions; pratiquement, il en est de même pour les pièces pleines ou 
évidées que Ton considère en Résistance des matériaux. Pour cette 
raison il convient de considérer, dans ces cas, des courbes d'in- 
fluence d'une nature un peu différente. 

Soit toujours m la position du mobile idéal de poids unité par- 
courant la pièce dans le sens Ox\ portons en ordonnée à partir 
de m, non^plus la tension produite, quand le mobile occupe cette 
position, dans telle ou telle barre du système, mais le moment de 
flexion déterminé dans une section donnée X. Le lieu des points 
M pourra se nommer la ligne d^ influence des moments de flexion 
relatives à la section X. On aura donc à tracer autant de courbes 
d'influence qu'il y a de sections dont on désire connaître les mo- 
ments de flexion maximum. Si, à présent, c'est le convoi formé 
par les poids P<, P2, P3, qui parcourt la ligne O^, au moment où 
il occupe la position marquée sur la figure, le moment de flexion 
dans la section X est 

c'est-à-dire 

— Pi X mi Ml -h Pj X mj Ma -i- P3 X m^ M3. 

Donc, connaissant la courbe d'influence relative à une section 
X, on peut trouver le moment fléchissant qu'y détermine, à tout 
instant, le passage d'un convoi quelconque et, par suite, les valeurs 
extrêmes de ce moment pendant la durée du trajet ou son maximum 
si, comme dans une poutre à deux appuis simples, il reste toujours 
positif. 

On peut de même constituer des courbes d'influence ayant pour 
ordonnée m M l'effort tranchant produit par le mobile de poids 
unité m, dans chacune des sections que l'on veut considérer. Mais, 
quand nous parlerons de la courbe d'influence relative à une sec- 
tion, il sera entendu, quand le contraire ne sera pas spécifié, qu'il 
s'agira de la courbe d'influence ayant pour ordonnée le mo- 
ment de flexion relatif à cette section, et la courbe d'influence re- 
lative à une barre d'un système articulé a pour ordonnées les ten- 
sions déterminées, dans cette barre, par le mobile m de poids i. 
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§303. 

UGIE D'QirLUSHGE BELâTm A UHE SEGTIOH DOntE D'UHE POUTBE A DEUX 
APPUIS SIMPLES (SAIS POUTBELLES TRAH8TERSALE8 ) ( * ). — Soient la 
poutre A.V portant sur les deux appuis simples A et A', et une 
section X; on demande de trouver la courbe d'influence relative à 
celte section. 




A cet effet, nous devons concevoir un mobile m de poids i par- 
courant AA' et, par chacune de ses positions /n, mener une verti- 
cale m M égale au moment de flexion que subit alors la section 
donnée X. Nous pourrions appliquer pour le calcul de ce moment 
les formules générales. Mais il est plus simple de procéder direc- 
tement. L'abscisse AX=j? de la section est un paramètre 
donné et constant. 

Soit / la longueur de la poutre. Supposons d'abord le mobile à 
gauche de AX et soit Am = a son abscisse, mM = M=^ son 
ordonnée ou le moment cherché, de sorte que les coordonnées 
courantes de la ligne d'influence cherchée sont a et y. 

La réaction R produite en A par le poids P = i du mobile m est 



(•) Koir aussi Ghap. XVIII et XIX. 
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Et la somme des moments de R et P relativement à X est 

Cette équation, où a est Tabscisse et^Tordonnée correspondante, 
représente une droite passant par l'origine. Elle coupe la section 
X dont Tabscisse est a = ^ en un point X' dont l'ordonnée est 

(I) x\' = ^^^Y''^ ' 

Si le mobile passe à droite de m, on aura de même la droite 
A'X'. Ainsi, dans une poutre à deux appuis simples, la ligne 
d'injluence relative à une section X est uncontour brisé A.X!A\ 
dont ^ordonnée XX' a la valeur indiquée. 

Pour construire cette ordonnée et connaître, par suite, la ligne 
d'influence AX'A' tout entière, il suffît de porter sur la verticale 
du point A une longueur AX'^rz: AX=:^, et de joindre X"A' 
qui coupe la section donnée X au point cherché X'. 

L'équation (i) montre que le lieu des points X', qu'on peut ainsi 
construire pour difTérentes valeurs de X, est une parabole symé- 
trique par rapport à la verticale passant par le milieu de AA'. Si 
on l'a construite, on a immédiatement les lignes d'influence rela- 
tives à toutes les sections X. 

Si la poutre est parcourue par un convoi formé des charges P|, 
P2, Pa, à l'instant quelconque où elles occupent la position indi- 
quée par la figure, le moment de flexion total qu'elles déterminent 

enX est 

Pi X mi Mj H- Pj X /nj Mj -4- Ps x ma M3. 

Nous aurons donc ainsi un nouveau moyen de calculer le mo- 
ment de flexion, pouvant remplacer les règles données dans la pre- 
mière Partie de cet Ouvrage, mais sans avantage dans le cas simple 
dont il s'agit. 

Remarque. — Ajoutons que, si Ton prend une échelle des forces 
ou des moments, difl'érente de l'échelle des longueurs, au lieu de 
faire AX''=: AX, on prendra le rapport AX'' : AX égal à celui des 
échelles. 
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§ 304. 

LIGUES D'IHFLUENGE DES MOMEHTS DE FLEHOIT DAHS UHE PODTBE A DEUX 
APPUIS SIMPLES BEGEVAHT LA GHARfiE PAR L'INTERMÉDIAIRE DE POUTRELLES 
TRANSVERSALES (*). — Supposons {fig* 7, p. 4^) «ne poutre AA' 
portant des poutrelles a, 6, c, rf, /, g. On demande de trouver la 
courbe d'influence relative à une section donnée X, lorsque les 
charges ne portent sur la poutre que par rinlermédiaire des pou- 
trelles. C'est le cas étudié au Chapitre XX. D'après la définition 
d'une telle courbe, nous devons toujours supposer un mobile m 
de poids i parcourant la ligne Âo:, mais de façon à ne porter sur la 
poutre que par l'intermédiaire des poutrelles. 

Soient d et/les poutrelles contiguës à la section donnée X. 
Tant que le mobile m n'est pas compris entre d et/, le moment do 
flexion qu'il détermine en X est (§ 237) le môme que si les pou- 
trelles n'existaient pas. 

Traçons donc la ligne d'influence AX'A' en faisant abstraction 
des poutrelles; menons les ordonnées de cette ligne en d et /, ce 
qui détermine les points d' et/'. Les deux portions de droites Ac^ 
et /'A' sont les portions de la courbe d'influence pour le trajet du 
mobile en dehors de l'intervalle des poutrelles d eif. 

Supposons maintenant le mobile placé en m entre ces poutrelles. 
Nous devons décomposer son poids P = i en deux forces m et w' 
appliquées en ces poutrelles; soit R la réaction sur l'appui A pro- 
duite par ces deux forces; le moment fléchissant relatif à la section 
X produit par le mobile m, c'est-à-dire l'ordonnée de la courbe 
d'influence répondant à l'abscisse Am sera la somme des moments 
relativement à X des deux forces R et m. 

Désignons toujours par / la longueur AA' de la poutre, par x 
l'abscisse de la section X et par a l'abscisse Am du mobile. 

Soient enfin ûf et /les abscisses des deux poutrelles désignées 
par ces deux lettres. 

La réaction R produite par les deux forces xn et xs/ est la même 
que celle due à leur résultante, c'est-à-dire à un poids i placé en 



(0 Voir aussi Chap. XX. 
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m. On a donc 
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R = 






De même, par les règles de la décomposition d'une force en 
deux autres de même direction 




Le moment de flexion cherché M z=zy est donc 
y ^ Kx — Ts{x — a) ou y^ — -, — x — • 



-M-d), 



/- 

équation où ^ et a sont les coordonnées courantes de la portion 
de la ligne d'influence comprise entre les points d' et/' et où 
toutes les autres lettres sont des paramètres constants. Celte équa- 
tion étant linéaire, la courbe cherchée est une simple droite et, 
comme elle passe par les points d' et /', c'est la ligne d'f elle- 
même. (On vérifierait d'ailleurs directement qu'en faisant 0L = d 
ela=/, on obtient les mêmes valeurs de M ou y que si les pou- 
trelles n'existaient pas.) 
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Donc la courbe d'influence cherchée est formée par le contour 
A.rf'/'A' et l'eflet des poutrelles, en ce qui touche une section X 
comprise enlredeux poutrelles quelconques rf et /est bien, comme 
nous l'avons vu au Chapitre XX, de diminuer un peu les moments 
de flexion. 

Ayant la courbe d'influence, nous pouvons déterminer exacte- 
ment le moment de flexion produit en X par un convoi dans une 
position donnée, en particulier^ dans la position donnant le moment 
maximum (comme par les règles du Chapitre XV). 

§30o. 

LIGUES D'IHFLUENGE DES EFFORTS TBAH GlAHTS RELATIVES A UHE POUTRE 
A DEUX APPUIS SIMPLES. — i" Supposons d'abord que la charge porte 
directement sur la poutre {fig- 8, p. 47)- 

Soient AA' la poutre et X la section relativement à laquelle on 
considère l'eflbrt tranchant. 

Lorsque le mobile m de poids P = 1 est à gauche de X, c'est- 
à-dire lorsque a <^ x, l'efl^ort tranchant P z= y dans la section X est 

Pour a]> X, c'est-à-dire quand le mobile est à droite de X, l'effort 
tranchant que nous désignons toujours par j' dans la section X est 

/ — t % 

Les équations (i) et (2), où a et j^ sont les coordonnées cou- 
rantesy représentent deux droites parallèles passant respectivement 
par les appuis A et A'. 

Pour a = /, l'équation (i) donne j' == i ; pour a = o, l'équation 
(2) donne 7 = — i ; il suffit donc de prendre Aa égal à l'unité de 
force, portée dans le sens négatif ou de bas en haut, et Md égal à 
cette même unité portée de haut en bas, et d'achever le parallélo- 
gramme a Pi! a'. 

Ceci fait, étant donnée une section quelconque X, on marque 
les points s et s' où elle coupe les côtés du parallélogramme, et le 
contour hss' M représente la ligne d'influence relative à celte sec- 
tion. On voit que, pour les efl^orts tranchants, l'ordonnée de la 
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ligne d'influence change brusquement de valeur quand on francliil 
la section. 
Si un convoi formé par des charges 

Vu Pt, V, 

occupe une position donnée et si j,, y^, Ja sont les ordonnées 

Fig. 8. 




correspondantes de la ligne d'influence, Tefiort tranchant a pour 
expression 

c'est-à-dire ici 



T=P,7i-+-P,j',-hP3V3, 



T -= P| X II' 4- Pj X 22' — P, X 33'. 

2" Supposons que les charges portent par Tintermédiaire de 
poutrelles et soient / et d les deux poutrelles limitrophes de la 
section X considérée, / cl d étant leurs abscisses. Soit toujours à 
un instant quelconque a l'abscisse du mobile fictif m de poids 
P=i parcourant la poutre. Considérons-le d'abord dans une 
position quelconque à gauche de la poutrelle d. 

Soient a et 6 les deux poutrelles entre lesquelles il se trou\e 
actuellement. 
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La différence entre ce cas et le précédent consiste en ce que le 
mobile m ne portant sur la poutre que par rintermédiaire des 
poutrelles a et 6, il faut remplacer son poids P = i par ses deux 
composantes verticales cj et cj' à appliquer en a et b. 

Mais, d'après les principes de la Statique, ces deux forces 
donnent lieu, sur Tappui A, à la même réaction R que le poids P 
lui-même. 

Donc Teffort tranchant ï = j' que le mobile m, dans sa position 
actuelle, détermine dans la section X, est le même que si les pou- 
trelles n'existaient pas, et comme, par définition, c'est cette gran- 
deur T=^ qu'on doit porter en ordonnée à partir du point m 
pour avoir la ligne d'influence, on en conclut qu'entre a ei d 
cette ligne est la même que dans le cas précédent, c'est-à-dire que 
c'est la portion de droite ad' limitée par la verticale de la pou- 
trelle d. 

On verrait de même qu'entre la poutrelle / et Textrémité de 
droite de la poutre, la ligne d'influence est la même portion de 
droite A'/' que s'il n'y avait pas de poutrelle. 

Supposons actuellement le mobile m placé en m^ entre les deux 
poutrelles rf et /limitrophes de la section X. Qu'il soit à gauche 
ou à droite de X, si l'on décompose son poids P = i en deux 
autres gti elxs\ appliqués aux poutrelles, a étant l'abscisse de mt, 
on aura, pour la composante m, de gauche, 

L'effort tranchant dans la section X (que nit soit à gauche ou à 
droite de cette section) se compose de la réaction R prise négati- 
vement et de la force m,, soit 

T= — R-f-TUf 

La réaction due aux deux charges Wi, rn\ est la même que celle 
due à leur résultante P = i , soit — j — • Donc 

qui s'applique à tous les points compris entre les poutrelles / et rf, 
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c'esl-à-dire à tous les points dont les abscisses a sont comprises 
entre les valeurs/ et d. 

Cette équation, où a eiy sontles coordonnées courantes, repré- 
sente une droite. D'ailleurs, poura = rf,.on a 

ce qui prouve, en vertu de Téquation (i) ci-dessus, que cette droite 
passe par le point rf'. 

De même, pour a =/, on a 

/-a 

ce qui prouve, en vertu de Péquation (2), qu'elle passe aussi par 
le point /'. Ainsi, la ligne d'influence qui, sans la présence des 
poutrelles, serait formée par le contour Ass'A' est formée ici par 
le contour Arf'/'A'. Il suffît donc aussi de construire, une fois 
pour toutes, le parallélogramme AaA'a', où Aa = A!a' est égal 
à l'unité de force, pour en déduire les lignes d'influence d'eflbrts 
tranchants, relatives à toutes les sections. 

§ 306. 

LI6IE D'IHFLUENCE RELATIVE A UIE BABBE D'UN SYSTEME ABTIGULÉ AUEL- 
COmUEi — Théorème I. — La ligne d'influence relative à une 
barre dUin système articulé quelconque est une ligne poly- 
gonale, ayant des nœuds du système pour sommets. 

En eflet, pour trouver la ligne d'influence relative à une barre 
donnée (X), on suppose un mobile m de poids i parcourant une 
partie du pourtour, ou plus généralement certaines des barres que 
forme le système articulé que l'on considère. En chacune de ses 
positions, on mène une ordonnée égale à la tension ou pression que, 
dans cette position, il détermine dans la barre (X). Soient A et B 
les deux extrémités de l'une des barres parcourues par le mobile, 
AB=:)w sa longueur. Désignons respectivement par a et 6 les 
tensions qu'il détermine dans la barre (X) lorsqu'il se trouve en A 
et en B. Lorsqu'il occupe une position m sur la barre AB, à une 
distance Ç de l'extrémité A, son poids se décompose en deux 
II. 4 
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autres forces verticales appliquées en A el B et ayant respective- 
ment pour valeurs 

Et comme^ par hypothèse, un poids placé en A détermine dans 

la barre (X) une tension a, le poids ^ y détermine la tension 

a — r— 5; de même, le poids % placé en B détermine dans la barre 

(X) la tension i|; la tension qu'elle éprouve de la part des deux 

composantes du poids du mobile m agissant simultanément et, par 
suite, de la part de ce mobile lui-même est, d'après le principe de 
superposition, 

Telle est donc Tordonnce m M qu'il faut porter à partir de la 
position m ayant pour abscisse Ç. L'expression de cette ordonnée 
étant linéaire par rapport à l'abscisse Ç, le lieu des points M pen- 
dant que le mobile parcourt la barre AB est une portion de droite. 

§ 307. 

BECHERCHE DES PeSRIOHS DAHaEBEUSES D'UH COIYOI DAH8 LES CAS OU 
LA U&HE D'IHrLUEHGE EST P0LT60HALE. — Théorème I. — Quelle que 
soit la charge permanente dhin système articulé, la plus 
grande tension ou pression que fait naître le passage dUin 
convoi dans lUtne quelconque des barres qui le composent se 
produit nécessairement lorsqu^un essieu passe sur un nœud. 

Pour démontrer cette proposition nous pouvons, comme pour 
les poutres a deux appuis (§ 213), faire abstraction de la charge 
permanente quelle qu'elle soit. 

Ceci posé, soit (fig- A, p. 5i) ABCDEF . . . le polygone 
d'influence relative à une barre (les ordonnées descendantes sont 
censées positives ou représentant des tensions) et supposons un 
convoi formé par les essieux ou charges 

^ly Pjj ^Zi • • •» p8> 

occupant actuellement la position indiquée sur la figure. 
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Désignons par 

les ordonnées de la ligne d'influence répondant aux positions des 

Fig. A. 
AV OfQ O Ç' o n o D' o TjO 




essieux ; en sorte que la tension t, produite par le convoi dans la 
barre à laquelle se rapporte la ligne d'influence, est 

« = Pi7i -+- Par* -+- Ps J's -h . . . -f- Pgjg. 

Supposons que le convoi s'avance vers la droite d'une quantité 
quelconque Ax; soient A^i, Ajk2) ••• les accroissements corres- 
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pondants des ordonnées j^i, ^2? • • • ; raccroissement de la tension 
t sera 

U = P, Aji -h Pj A^, H- . . . -f. P» A^s. 

Mais si le déplacement A^ est assez petit pour qu'aucune chaîne 
ne franchisse Tune des verticales BB', CC, . . . , relatives aux som- 
mets de la ligne d'influence, en appelant respectivement a, p, y, 
S, e les coefficients angulaires des côtés 

AB, BC, CD, DE, EF 

de ce polygone, ces droites étant supposées rapportées à Taxe Ax 
et à Taxe vertical descendant Ay, on aura 

A71 = a Ax, A^, = A7, = p ^x, 
Ar* = A?'» = ^/6 = Y^, A^7 = SAa7, Aj'8 = 6Ax, 
d'où 

Ai = Ax [P, a -+-(P, -4- P,) p -4-(P4 -+- P5 H- P.) Y -«- P7S H- Pas]. 

La force élastique t peut être une tension ou une pression, c'est- 
à-dire qu'elle peut être positive ou négative. Nous avons à en cher- 
cher le maximum positif et le maximum négatif pendant la marche 
du convoi ; le maximum positif représentera la plus grande valeur 
que pourra atteindre la tension, cette plus grande valeur étant zéro 
si t reste constamment négatifpendant le passage; la valeur absolue 
du minimum de t représente la pression maxima qui se produira 
dans la même barre, cette pression étant zéro si t reste constam- 
ment positif. 

Tant qu'aucun essieu ne franchitaucun des sommetsdu polygone, 
le coefficient de A^r, dans l'expression de l'accroissement A^ de la 
tension, reste constant. Donc, suivant que ce coefficient est positif 
ou négatif, t ira constamment en croissant ou constamment en dé- 
croissant jusqu'à ce qu'une charge atteigne l'un de ces sommets. 

Et, dans le cas particulier où ce coefficient serait nul, la tension 
t serait, en général, maxima ou minima dans la position actuelle 
du convoi; mais elle conserverait sa valeur jusqu'à ce qu'un essieu 
atteignît un des sommets, de sorte qu'on peut dire que, dans tous 
les cas, pour avoir les valeurs extrêmes de t, il suffit de considérer 
les positions du train où un essieu franchit un des sommets de la 
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ligne d'influence, et comme ces sommets répondent (§ 306) aux 
nœuds de la charpente que Ton étudie, la proposition est démon- 
trée. 

§ 308. 

La démonstration précédente s'appuyant uniquement sur la 
forme polygonale de la ligne d'influence s'étend aux lignes d'in- 
fluence représentant des moments de flexion ou des eflbrts tran- 
chants si elles sont polygonales. Ainsi : 

Théobèmb II. — Toutes les fois que la ligne d^ influence des 
moments fléchissants [ou des efforts tranchants) relative à une 
section d^ une pièce droite ou courbe est une ligne polygonale, 
quelle que soit la charge permanente, le moment de flexion ou 
l^ effort tranchant maximum ou minimum qui natt dans cette 
section par le passage d'un convoi se produit nécessairement 
lorsqu'un essieu franchit l'un des sommets de la ligne d*in- 
fluence. 

Corollaire /. — Nous avons vu (§ 30i, 30S) que la ligne 
d'influence, soit du moment de flexion, soit de Teflort tranchant, 
relative à une section X d'une poutre à deux appuis simples est 
polygonale et n'a qu'un sommet (en excluant les appuis) situé au 
droit de la section X elle-même. Donc le moment de flexion maxi- 
mum ne peut se produire que si un essieu passe sur cette section. 

De même, la ligne d'influence du moment de flexion relatif a 
une section X d'une poutre à deux appuis simples avec poutrelles 
comporte deux sommets, à savoir : un au droit de chacune des 
deux poutrelles limitrophes de la section X, d'où l'on conclut le 
théorème établi directement au § 239 comme cas particulier du 
théorème général dont il s'agit ici. 

On retrouve les théorèmes similaires pour les eflbrts tranchants, 
puisque les lignes d'influence des eflbrts tranchants d'une poutre 
à deux appuis simples avec ou sans poutrelles sont aussi polygo- 
nales. Ici il y a discontinuité dans* l'efibrt tranchant au passage 
des charges. Mais il en résulte simplement dans la fig. A, par 
exemple, que le polygone formant la ligne d'influence a deux som- 
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mets sur une même verticale, ce qui ne change rien à Tapplicatlon 
du théorème général qui fait Pobjet du présent paragraphe. 

Corollaire IL — De ce qui précède résultent immédiatement 
les conséquences suivantes : Pour que la tension qui se produit 
au moment où un essieu est placé en un sommet du polygone d'in- 
fluence soit maxima, il faut et il suffit que le coefficient de Ax, 
dans l'expression de A^, passe brusquement du positif au négatif 
suivant que cet essieu est infiniment peu à gauche ou à droite du 
sommet. Pour quelle soit minima ou pour que la pression soit 
maxima, c'est l'inverse qui doit se produire. La même proposition 
s'applique aux moments de flexion ou efibrts tranchants lorsque 
les lignes d'influence qui les concernent sont polygonales. 

§309. 

détebmuatioh aBAPuaus de ul tabutioh de tevsioh due a dv d£- 

PLâGEHEHT DU COIYOI LORSatJS LES UftHES D'IHFLUERCE SOIT FOLTSO- 
lALES. POLTftOIES ADJOmS A UHE USIE D'IHFLUERGE. — On peut très 
simplement, comme Ta remarqué M. Winckler, construire, à l'aide 
de la ligne d'inuflence, la variation A^ que subit la tension de la 
barre considérée, pour im déplacement Ajf de la charge. 

Ce qui importe d'ailleurs, c'est d'avoir le signe de cette varia- 
tion, c'est-à-dire le signe du coefficient Ax dans l'expression 
de A^ donnée au paragraphe précédent. 

A cet efl*et, construisons {fig- a, p. 5i) le polygone des forces 
Pi, Po, Ps, ...jPg qui forme (^^. A) la charge mobile. Seulement, 
au lieu de porter les grandeurs de ces charges bout à bout sur 
une verticale, comme on fait d'habitude pour construire le poly- 
gone des forces verticales et comme fait M. Winckler, il nous 
semble ici un peu plus commode, dans la pratique, de les porter 
sur une horizontale a'j/ où elles sont représentées par les lon- 
gueurs I, a, 3, ..., 8. Parmi les points de division i.a, 2.3, 3.4» ..., 
nous distinguerons spécialement : 

I® Le point 1.2 ou b\ parce qu'il répond à deux forces P| 
et P2 entre lesquelles se trouve un sommet de la ligne d'influence, 
à savoir le sommet B; 

2° Les points 3.4 ou c';6.7 ou d!\ 7.8 ou e' pour la même 
raison. 
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Par le point ci menons une parallèle au côté AB de la ligne 
d'influence jusqu'à sa rencontre en h avec la verticale du point h' \ 
parle point 6, une parallèle hc au côté BG jusqu'à sa rencontre 
avec la verticale de d ; par le point c, une parallèle cd à CD jusqu'à 
sa rencontre avec la verticale du point d! \ par le point rf, une pa- 
rallèle de à DE, enfin par le point e, la parallèle ef à EF jusqu'à 
sa rencontre avec la verticale du point /' en /. S'il y avait une 
charge P» à droite de F, il faudrait poursuivre la construction. 

Nous appellerons le polygone dbcef un polygone adjoint à la 
ligne d'influence ABCDEF (*), cette ligne étant issue de l'ori- 
gine a du polygone des forces. Nous aurions pu construire de 
.même un polygone adjoint/Vfif'c"&"a'' issu de l'extrémité /' du 
polygone des forces. Ce second polygone serait superposable au 
précédent, puisqu'ils auraient leurs côtés égaux et parallèles. Il en 
résulte ff'z=zcia" et si ^' est au-dessous de l'horizontale a'afy 
nécessairement ad' sera au-dessus de cette ligne. 

En menant par le point b une ligne bk parallèle à Taxe des x 
jusqu'à sa rencontre avec cc\ de même par c une parallèle à l'axo 
des X jusqu'à sa rencontre avec dd' et répétant la même construc- 
tion pour les points d et e, on voit (puisque P, = i, P2=: 2, . . .) 
que 66'= P| tanga, ck=^{ï^^-\' P3)tangP et ainsi de suite, d'où 
résulte finalement que l'ordonnée ff du polygone adjoint repré- 
sente la grandeur 

Pi tanga-+-(Pj-+- P3)tang? -i-(P^-4- P5-hP6)tangY -+- P7 tango -f- Pstangs 

du coefficient de Aa:, dans l'expression de A^ (§ 307) et que ce 
coefficient est positif ou négatif suivant que y/' tombe au-dessous 
ou au-dessus de l'axe dx\ 



(') M. Winckler trace la ligne a' f verticale et alors, au lieu de mener les 
lignes ab, bc, cd respectivement parallèles, il les mène respectivement perpen- 
diculaires à AB, BC| CD, ..., et pour cette raison il appelle le polygone abcdef 
un train normal {Normalzug). Comme il est plus simple de tracer des parallèles 
que des perpendiculaires, la disposition que nous avons adoptée (qui est celle do 
M. Winckler tournée de 90" dans le plan) nous semble un tant soit peu plus com- 
mode dans la pratique. 
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S 310. 

USAftE PBATiatJS DES UftHES DOHFLUQIGE POLTflOIAUCS ET DE LEDB8 POLT- 
ttOHES ADJOmS. — Dans sa position actuelle, le convoi ne peut pas 
produire une tension maxima ou minima dans la barre que l'on con- 
sidère, puisque aucun essieu ne passe sur un sommet du polygone 
d'influence (§ 307). 

Il faut donc, pour obtenir la tension maxima, déplacer le convoi 
jusqu'à ce qu'un essieu passe en un sommet. 

Faut-il le déplacer vers la droite ou vers la gauche? Telle est 
la première question qui se pose; l'ordonnée finale ff^ du poly- 
gone adjoint étant au-dessous de a! x\ le rapport — est positif; 

donc, pour que A/ soit positif, ou pour que t croisse, il faut 
que Ajt soit positif. Donc, si c'est la position du convoi donnant 
la tension maxima qu'on cherche (<'t c'est ce que nous supposerons 
pour fixer les idées), il faut faire cheminer le train dans le sens 
des X positifs ou vers la droite. Alors le premier essieu qui atteint 
un sommet est l'essieu P^. Pour que, au moment où il franchît la 
verticale D'D, la tension devienne réellement maxima. Il faut 
(\Me ff'y positif quand P© est à gauche de celte verticale, devienne 
brusquement négatif quand il passe à sa droite. Pour vérifier s'il 
<»n est ainsi, construisons le polygone adjoint répondant à cette 
deuxième position. 

Quand Po a franchi DD', celle verticale ne sépare plus les 
forces Po et P7, mais celles P^ et Po. Donc, parmi les points 6',c', 
e/, . . . , que nous avons distingués sur la figure pour construire le 
polygone adjoint, ne se trouvera plus le point 6.7 ou rf', mais le 
point 5.6 ou d[ qui fournira le sommet rf, , et le nouveau polygone 
adjoint sera a! bcd^e^fs^ dont l'ordonnée extrême /'/i est encore 
positive. 

Donc la venue de l'essieu Po en D' ne marque pas la position 
la plus défavorable du train. 11 faut le faire avancer jusqu'à ce 
qu'un nouvel essieu atteigne un sommet; ce sera l'essieu Pj. On 
fera sur cette nouvelle position la même vérification. 

On voit d'ailleurs qu'o/i n^a pas à chaque fois à construire ce 
/iowrc«w/>o(^o'0/ie. Une fois }e polygone adjoint a' 6 crf^/construit, 
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il suffit de mener la verticale rf,'rf| du point 5.6, ce qui déterminera, 
sur ce polygone, le point rf|. La partie a'bcd^ du polygone adjoint 
construit fait partie aussi du nouveau polygone et, le complé- 
ment de celui-ci rf| e^f^ étant formé par des lignes parallèles à de 
et ef^ on voit au jugé, sans construire ces lignes, si le point /, 
tombera au-dessus et au-dessous de /. 

§ 3H. 

PROPRIÉTÉS 6É1IÉBALE8 DES U61IE8 D'mrLUEHGE A COTÉS GïïRTIUaiES.— 
Dans les pièces pleines, les lignes d'influence ne sont pas géné- 
ralement formées de parties rectilignes; elles sont courbes ou 
plutôt, comme nous le verrons dans les études que nous aurons à 
en faire, formées de polygones à côtés curvilignes comme celui 
ABCDEdela/o'. 9, p. 58. 

On n'a guère jusqu'ici donné de principes généraux facilitant 
l'emploi de ces lignes. 

Nous allons essayer d'en indiquer quelques-uns qui nous pa- 
raissent atteindre ce but. 

Soit {fig- 9) un convoi formé des essieux n"* 1, 2, 3, 4 parcou- 
rant la ligne Aj:, la ligne polygonale ABGDE étant une ligne 
d'influence. 

Supposons, pour fixer les idées, que ce soit une ligne d'in- 
fluence du moment de flexion M relative à une section donnée ; 
mais il est entendu que tout ce que nous dirons subsisterait s'il 
s'agissait d'une ligne d'influence, quelle qu'en soit la forme, rela- 
tive soit à l'effort tranchant dans une section donnée, soit à la 
tçnsion d'une barre donnée dans un système articulé (dans ce 
dernier cas, les côtés du polygone seraient rectilignes). 

Si PïjPaj P3, P* sont les charges des essieux, et sijKn^2>JK3,^i 
sont les ordonnées de la ligne d'influence aux points 1, 2, 3, 4, le 
moment de flexion M que le convoi, dans sa position actuelle, pro- 
duit dans la section considérée, est 

M = P,7i -f- Pjjs -I- Para -^ P*r*, 

et généralement, s'il y a un nombre quelconque d'essieux, 

(I) M = 2:Pr, 

la sommation étant faite pour tous les essieux. 
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Concevons que des charges fictives m^ , /n2, ms, /n*, ayant respec- 
tivement les poids des essieux 1» 2, 3, 4, soient assujetties à suivre 
la ligne d'influence, en se trouvante chaque instant sur les verti- 
cales des essieux auxquels ils correspondent, de sorte qu'il suffit 
de se représenter que le convoi^ au lieu de suivre la ligne Axy par- 

Fig. 9- 




coure la ligne d'influence, avec cette sujétion toutefois que les 
essieux fictifs m,, m2, /Ws, m» sont censés liés entre eux, de façon 
que ce soit à chaque instant non pas leurs distances véri- 
tables mim2,/n2m3, ..., qui restent invariables, mais les pro- 
jections de ces distances sur la ligne Ax. 

Ceci étant, appelons toujours? le poids de l'un quelconque des 
essieux et, à un instant quelconque, a son abscisse comptée 
depuis une origine quelconque O et j^ l'ordonnée correspondante 
de la ligne d'influence, c'est-à-dire l'ordonnée de l'essieu fictif de 
poids P. 

Si Ç et 7j sont, à l'instant considéré, les coordonnées du centre 
de gravité G du train fictif , on aura 



(2) 



{2P = 2Pa, TjSP^SPj, 
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qui fournissent la trajectoire parfaitement déterminée que dé- 
crit le centime de gratuité G. 

La première équation détermine la verticale de ce point, 
laquelle coïncide avec la verticale du centre de gravité des essieux 
véritables. 

Cette verticale se meut donc en restant invariablement liée 
au train qui parcourt la ligne Ax, Un polygone funiculaire des 
charges la déterminerait dans une position particulière et alors on 
Taurait dans toutes les positions du train, puisqu'elle lui est inva- 
riablement liée. Ce même polygone donnerait les verticales des 
centres de gravité d'une partie quelconque du train fictif, si une 
partie seulement à la tête ou àla queue se trouvait engagée. 

La détermination de Tordonnée r^ répondante Tabscisse Ç, con- 
nue ainsi d'avance pour chaque position du convoi, dépend de la 
nature de la ligne d'influence. 

Théorème I. — La position du train qui fournit le maximum 
ou le minimum du moment de flexion (^effort tranchant ou 
tension d'une barre si la ligne d^ influence se rapporte à ces 
(juantités) répond à une position du convoi, telle que le centre 
de gravité du train fictif soit au point le plus bas ou le plus 
élevé de sa trajectoire. 

En effet, on a 

Et, comme la charge totale SP est constante, M et r^ atteignent 
ensemble leur maximum et leur minimum. 

Corollaire L — La position la plus défavorable d'un convoi 
ne peut avoir lieu que s'il est à cheval sur la verticale du point 
le plus bas ou du point le plus élevé de la ligne d'influence (ou 
de l'un des points d'altitude minima ou maxima s'il en existe 
plusieurs). 

Soit (fig- 9, p. 58) C le point le plus bas de la ligne d'in- 
fluence et supposons que le convoi chemine de gauche à droite. 
Tant qu'il est tout entier à gauche du point C, comme dans la 
figure, le centre de gravité G du train fictif ira en s'abaissant; s'il 
était tout entier à droite, ce point irait en s'élevant. 
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Ainsi le convoi doit être en partie d'un côté, en partie de l'autre 
du point C, et la considération du train fictif , avec la connais- 
sance des poids qui le composent, permet déjà, aujugéy de placer 
le convoi dans une position plus ou moins voisine de la position 
la plus défavorable. 

Théorème II. — Quelles que soient les lignes droites ou 
courbes qui composent la ligne d^ influence, le centre de gra- 
vité du train fictif décrit une ligne polygonale {à côtés géné- 
ralement curvilignes) y mais dont les sommets correspondent aux 
positions du train où un essieu se trouve soit sur la verticale 
d'un appui, soit sur la verticale d'un sommet du polygone 
formé par ta ligne d'influence. 

En effet, pour chaque position donnée du convoi, c'est-à-dire 
pour chaque valeur de Ç connue soit graphiquement, soit par la 
première des équations (a), répond, pour le point G, une or- 
donnée 7^ donnée par la seconde équation (2). Or, tant que le train 
avance sans qu'un essieu franchisse un appui ou un sommet du 
polygone d'influence, toutes les ordonnées v qui entrent dans le 
second membre de cette équation sont des fonctions continues de 
leurs abscisses et, par suite, de l'abscisse Ç. Si au contraire un 
essieu franchit un sommet ou un appui, le terme Py correspon- 
dant à cet essieu prend brusquement une nouvelle expression, 
tous les autres termes conservant la leur, donc l'expression de r^ 
change de forme et, par suite, il en est de même de la trajec- 
toire du point G. 

Théorème III. — Si les côtés du polygone d' influence sont des 
paraboles de degré quelconque (c^ est-à-dire si leurs ordon- 
nées y sont des fonctions algébriques de leurs abscisses), il en 
est de même des côtés du polygone décrit par le centre de gra- 
vité, et ces dernières paraboles sont du degré le plus élevé parmi 
celles qui représentent les ordonnées des côtés du polygone 
d'influence parcourus par le train. 

En effet, on a 
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Soient 

a,, «2, . . ., an 

les distances invariables des essieux à la verticale du centre de 

gravité, distances comptées positivement ou négativement suivant 

que les essieux sont à droite ou à gauche du centre de gravité. 

On aura 

a, = «,-+- 5, aî=«j-f-$, .... 

D'autre part, si les deux côtés curvilignes actuellement occupés 
par les essieux fictifs ont pour équations 

ri=/i(«i)=/i(«i^-;)» 7*=/i(aî) = /t(«2-^5), ..•* 

[k^/^ étant, par hypothèse, des fonctions algébriques, on aura 

Le second membre est évidemment une fonction algébrique 
de Ç, ajant pour degré le plus élevé des degrés des fonctions /, , 

/il • • • . 

Ck)ROLLAiRE. — Si la ligne d'influence [est formée de lignes 
droites, le centre de gravité du train fictif décrit aussi un po- 
lygone dont les côtés sont rectilignes. 

Dans ce cas les valeurs extrêmes de l'ordonnée du centre de 
gravité et, par suite, celles du moment de flexion ne peuvent avoir 
lieu qu'en un sommet de sa trajectoire. Or les sommets (§ 308) 
répondent au passage des essieux sur un appui ou sur un sommet 
de la ligne d'influence ; donc il en est de même des valeurs extrêmes 
que Ton cherche. 

§ 312. 

EITEWSIOI AUX U61IE8 D'IVIliUiaiCE GURVmaiES DE Là COHSTBUGTIOH 
DE WniGKLER. — Il est facile et extrêmement utile d'étendre aux 
lignes d'influence à côtés curvilignes la construction (§ 310) que 
Winckler a donnée pour les lignes d'influence à côtés rectilignes. 

Soit {fig. 1 16, PL XXVll) ABCDE une ligne d'influence de 
forme quelconque et 1, 2, 3, 4 la position d'un train a quatre 
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ossieux, qui parcourt la ligne Ox; soient m^, m2, m^, m.s les points 
où les verticales des essieux coupent la ligne d'influence. Le ino- 
raent de flexion que détermine actuellement le train dans la section 
à laquelle se rapporte cette ligne est 

M = P,J,^ P,^,-f- P3j3-i- p,^,, 

les P et^' a^ant toujours la même signification. 

Si le train se déplace d'une quantité positive ou négative dx. 
l'accroissement correspondant de M sera 

du = (P,7'i + P,7» -^ ^zy'z ^ ^0'\)dx, 

on désignant par y'^^y'^j • • • 'es dérivées des ordonnées ^4,^2 ^^ 
la ligne d'influence par rapport à leurs abscisses, c'est-à-dire les 
coefficients angulaires des tangentes à la ligne d'influence aux 
points mf, m^, . • •• 

Sur une horizontale ab {^fig- 1 15) portons bout abouties lignes 

I, 2, 3, I 

représentant, à une échelle convenue, les charges P,,?^, Pj, P| 
des essieux et par les points de division 1 .q, a. 3, 3.4} ainsi que 
par le point 6, menons des verticales. 

Par le point a^ menons une parallèle à la tangente à la ligne 
<rinfluence en m^ , jusqu'à sa rencontre enp avec la verticale issue 
de 1.2; du point />, une parallèle à la tangente en m^ jusqu'à sa 
rencontre en s avec 2.3; de 5, une parallèle à la tangente en m^ 
jusqu'à sa rencontre en q avec la verticale de 3.4 et enfin de q. 
une parallèle à la tangente en m s jusqu'à sa rencontre avec la 
verticale 6 ^ en p. 

Soient 

--lï ^îj ^Zf ^\ 

les ordonnées positives ou négatives des sommets du polygone 
adjoint ainsi tracé. Je dis que 

^v - Pi/, ^ P,/, ^ P,/, -:- P*r; 
et, par suite, 

rfM — Zi^dx, 

En effet, comme les côtés du polygone adjoint sont parallèles 
aux tangentes en m,, m^^ ni^y m^ à la ligne d'influence, la figure 
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donne 

puis le triangle rectangle pp' s donne 

/>'5 = ^2 — -i = P,7s. 
De même 

En ajoutant toutes ces équations membre à membre, on a le 
résultat annoncé. 

§313. 

EMPLOI PRATiaUE BE8 LlftHES D'IHFLUEHGE : ( /i ) Recherche de la position 
la plus défavorable du convoi. — Considérons toujours la même 
ligne d'influence et le même convoi. 

Par la considération du train fictif (§311) on voit que la posi- 
tion la plus défavorable exige que les essieux soient en partie a 
gauche, en partie à droite de la verticale du point le plus bas D de 
la ligne d'influence ou du point le plus élevé S. 

Pour comprendre tous les cas, nous avons supposé que le point 
D est un sommet, tandis que le point S est un point d'une courbe 
continue dont l'ordonnée estmaxima. 

Supposons d'abord qu'il s'agisse du point D. Donnons au convoi 
la position à cheval sur la verticale DD', que , par simple aperçu 
et sans aucun ca/ce//, nous jugeons la plus défavorable, c'est- 
iî-dire celle pour laquelle nous jugeons au sentiment que le centre 
de gravité du train fictif se trouve aussi bas que possible. Soit 
1, 2, 3, 4 cette position. 

Pour vérifier dans quelle mesure elle se rapproche de celle que 
l'on cherche, construisons {fig. 1 15) le polygone adjoint apsq^b 
en suivant la marche indiquée au paragraphe précédent. 

On aura 

dM étant l'accroissement que subit le moment de flexion pour un 
déplacement infiniment petit dx du train. 

Suivant que le point ^ tombe au-dessous ou au-dessus de 6, la 
position qui donne le maximum de M (ce serait le contraire s'il 
s'agissait du minimum ou de la valeur absolue du maximum né- 
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galîf) se trouve à droite ou à gauche de celle choisie; car, si ^ est 
au-dessous de 6, Tordonnée z^ est positive ; il faut donc que la 
quantité dx dont on fait marcher le train soit elle-même positive 
ou que le train chemine de gauche à droite pour que ^M soit po- 
sitif, c'est-à-dire pour que M croisse de manière à tendre vers son 
maximum. 

Ce qui précède serait vrai aussi bien pour le point S présentant 
un maximum analytique de l'ordonnée de la ligne d'influence que 
pour le point D présentant une ordonnée maxima en un sommet 
de la ligne. 

Distinguons à présent les deux cas : supposons d'abord qu'il 
s'agisse d'un sommet D. 

Il faut déplacer le convoi assez pour que, dans sa nouvelle posi- 
tion, l'extrémité /3 du polygone adjoint passe au-dessus du point 
b. Alors la position cherchée sera intermédiaire entre les deux 
qu'on a essayées. 

La seule inspection de la figure montre qu'ici on n'obtiendra 
pas un changement de signe de 6^ = 54 tant que l'essieu 2 se trou- 
vera à la gauche du sommet D. Il suffit, pour cela, de se représenter, 
sans même le tracer effectivement, le polygone adjoint qui répon- 
drait à une nouvelle position du convoi où l'essieu 2 serait compris 
entre sa position actuelle et la verticale DD'. 

Il faut donc le déplacer assez pour que l'essieu 2 fraachisse 
cette verticale. 

Essayons la nouvelle position 1', 2', 3', 4'. 

L'extrémité du polygone adjoint correspondant est en ^' au- 
dessus de 6. Donc il est certain que la position cherchée du convoi 
est entre les deux qu'on vient d'essayer. 

Mais, si Ton conçoit qu'on fasse rétrograder le convoi de façon 
que l'essieu 2' se rapproche de DD', on voit, sans tracer effective- 
ment un nouveau polygone adjoint, en se bornant toujours à se le 
représenter, que son extrémité restera toujours au-dessus de b. 

Donc, en résumé, si voisin que soit l'essieu 2 de la verticale 
DD': 1° s'il est à sa gauche, il faut, pour arriver au moment maxi- 
mum, faire cheminer le convoi vers la droite; 2® s'il est à sa 
droite, il faut faire cheminer le convoi vers la gauche. 

De la résulte que le moment maximum se produit rigoureu- 
sement lorsque f essieu /i® i passe sur la verticale du sommet D 
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de la ligne. <V influence. (Il est entendu que ce résultat, qui a 
lieu dads l'exemple choisi, peut ne pas se produire; il se produira 
assez généralement si les courbures des côtés de la ligne d'in- 
fluence sont peu prononcées.) S'il ne se produit pas, on procédera 
comme dans le cas qui nous reste à examiner. 

Si la première position d'essai du convoi se trouvait à cheval 
sur une ordonnée, telle que SI, présentant un véritable maximum 
analytique, on commencerait toujours par tracer le polygone 
adjoint correspondant; la position ^ de l'extrémité de ce poly- 
gone indiquerait toujours le sens du déplacement à donner au 
convoi pour arriver à la position vraie. 

Si l'ordonnée z;, = i^ du polygone adjoint tracé était nulle, la 
position d'essai serait rigoureusement celle cherchée, car on au- 
rait alors 

^M = zi,dx = 0, 

ce qui indiquerait que M a atteint son maximum. 

Si l'ordonnée z^^ sans être nulle, est petite, cela indique que, 
sans avoir trouvé la position vraie au jugé, on en est voisin. Ainsi, 
on déplacera le train plus ou moins, et cela encore au simple jugé, 
suivant que b^ est plus ou moins grand. 

On tracera le polygone adjoint répondant à la nouvelle position 
essayée. Soit p" son extrémité. Si, pétant, par exemple, au-des- 
sous de 6, il se trouve que p" soit au-dessus, cela prouve que la 
position vraie est comprise entre les deux positions essayées. 

Pour la trouver approximativement, on peut procéder par une 
sorte d'interpolation de la manière suivante : 

On portera sur la verticale d'un essieu, de l'essieu i par exemple 
(Jig* 1 16), une longueur égale à 6(3 et de même sens qu'elle, soit 
ici de haut en bas; on détermine ainsi un point ^i ; puis, sur la 
verticale de la position i' de ce même essieu, de bas en haut on 
portera une longueur égale ôp",. ce qui détermine un point ^\ ; 
on tracera la droite p, ^\ et le point où elle coupe l'axe Ox sera 
celui qu'on adoptera comme position définitive de l'essieu i. 

Si les points P et P" sont du même côté de Ox, par exemple au- 
dessus, cela prouve qu'on n'a pas suffisamment fait avancer le train. 
Dans ce cas, on porterait les longueurs égales à 6^ et 6^" l'une et 
l'autre de haut en bas sur les verticales de i et i', ce qui détermi- 
II. 5 
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nerait deux points Pi ei^\ situes d'un même côté dcOx (fig. 116), 
et le point où la droite ^^ p\ couperait l'axe Ox serait toujours 
celui qu'on adopterait pour la position définitive du convoi. 

On sera d'autant mieux assuré quelle donne très sensiblement 
le maximum cherché de M, qu^aux environs de ce maximum^ 
comme, par hypothèse, il s'agit ici d'un maximum analytique, la 
valeur de la fonction M change peu. 

On pourrait, du reste, essayer cette nouvelle position à son 
tour. 

Remarque, — Tout ceci est vrai, qu'il s'agisse de lignes d'in- 
iluence de moments de flexion ou d'efforts tranchants ou de ten- 
sions de barres. Dans ce dernier cas, les lignes d'influence étant 
des polygones à côtés rectilignes, les règles précédentes se simpli- 
fient, parce qu'on sait que le maximum (positif ou négatif) se pro- 
duit lors du passage d'un essieu sur un sommet du polygone d'in- 
fluence. On rentre dans le cas du § 307. 

b. Détermination du moment de flexion (effort tranchant ou tension) 
maximum. — Une fois la position la plus défavorable du train 
trouvée, la valeur cherchée de M est donnée par l'équation 

M = P,7, -4- P,^,-4- P37,-f- P,7*, 

les^y se rapportant à la position définitive. On peut mesurer les y 
sur l'épure, à l'échelle adoptée pour le tracé de la ligne d'influence, 
faire les produits P\ji, P2^'2> . . . , et les ajouter en ayant égard 
aux signes des ^. Ce sera généralement le plus simple; mais on 
peut aussi l'obtenir graphiquement. 

Supposons, pour ne pas compliquer la figure, que la position 
définitive du convoi soit celle où les essieux occupent les positions 

1, 2, 3, 4. 

Aux points AWi, /712) ^^3, m^ où les verticales correspondantes cou- 
pent la ligne d'influence, appliquons les forces horizontales (non 
marquées) 

Pl = I, P2=2, P3=3, P4 = 4, 

et construisons un polygone funiculaire de distance polaire quel- 
conque d de ces forces. 
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Si u désigne le segment intercepté par l'axe Ox entre les côtés 
extrêmes de ce polygone, on aura, d'après les propriétés des mo- 
ments (§ 194), 

uxd=\\yx - - P,^, -^ Ps j3 ^ Pt^'fct 

à la condition que u soit mesuré à la même éclielle que les y ou 
les ordonnées de la ligne d'Influence et rf à l'échelle des forces, de 
sorte que 
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DEUXIÈME SECTION. 

APPLICATION DE LA STATIQUE GRAPHIQUE AUX PROBLÈMES 
DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX. 



CHAPITRE III. 

POUTRE ENCASTRÉE A UN BOUT ET SIMPLEMENT APPUYÉE A L* AUTRE. 

§ 314. 

GOMPOSmOIDEGEBIAIHES FORGES FICTIVES. — Soient {fig> io,p. 70) 
A et B deux appuis consécutifs d'une poutre à un nombre quel- 
conque d'appuis et AB = / leur distance. 

Désignons par M le moment de flexion en un point quelconque 
p dont Tabscisse, comptée depuis Tappui de gauche, est x. 

Dans les poutres de section constante, nous aurons souvent à 
envisager des forces fictives Mrfx distribuées sur la travée AB, des- 
cendantes ou ascendantes suivant que M est positif ou négatif, et à 
faire la composition de ces forces. 

Soit al.2.3.4^ un polygone funiculaire de distance polaire 
quelconque d^ des charges qui agissent réellement sur la poutre 
(courbe funiculaire si ces charges sont continues). 

On sait (§ 194) que les ordonnées verticales comprises entre le 
périmètre du polygone funiculaire et une certaine droite ab qu'on 
appelle la ligne de fermeture, ces ordonnées, évaluées à l'échelle 
des forces et regardées comme positives ou négatives suivant 
qu'elles sont au-dessous ou au-dessus de la ligne de fermeture, re- 
présentent les rapports -^ des moments de flexion à la distance po- 
laire (' ). 

(') Un moment M étant le produit d'une force par une longueur, le rapport 

M 

-T est, en efîet, une force et ne dépend pas de Téchelle des longueurs* 
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M 



Le produit ^ par un élément dx=^pq est représenté par Taire 

p'q'rs ou la différence des aires poq^^rs ^\^ p^q^p^ q^ formées par 
les ordonnées du polygone et de la droite de fermeture, ces deux 
ordonnées étant comptées Tune et Tautre depuis la corde a^ du 
polygone. 

Fig. 10. 




La force Active -^ dx est ainsi la résultante de deux forces fic- 
tives : l'une descendante, égale à l'aire p^q^rs qui est connue de» 
que les charges 1,2, 3, 4, agissant sur la poutre, sont données; 
l'autre /?Q(7Q//5f', qui dépend de la position de la ligne de fermeture 
et qui peut être descendante ou ascendante, suivant que l'élément 
p'q' de cette ligne est au-dessous ou au-dessus de la corde a^. 

Nous conviendrons de regarder cette force comme négative ou 
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ascendante et, pour cette raison, nous l'appellerons \^ force ascen- 
dante, sauf à la porter dans le sens descendant, dans les problèmes 
dont la solution montrerait qu'elle est positive. 

La résultante des forces fictives ^ dx se composera donc : 

1® D'une force toujours descendante et connue, égale à l'aire 
a 1 .2.3.4 ^ comprise entre le polygone funiculaire et sa corde et 
appliquée suivant la verticale du centre de gravité de cette aire. 

2^ L'autre inconnue, descendante ou ascendante, mais que nous 
sommes convenu d'appeler la force ascendante, égale à l'aire du 
trapèze a^ab et appliquée suivant la verticale de son centre do 
gravité. 

Soient 0- la hauteur d'un rectangle d'une base A (choisie arbitrai- 
rement suivant les convenances de chaque problème) équivalente à 
l'aire al. 2. 3. 4 p du polygone funiculaire et y le point où la verticale 
du centre de gravité de cette aire coupe la ligne AB, de sorte que 
la force descendante peut être représentée par la longueur o- et 
elle est appliquée suivant la verticale yo-. 

Lorsque nous ne mentionnerons pas la base A, il sera convenu 
qu'elle est prise égale à l'unité de longueur. 

Menons l'une des diagonales du trapèze, celle qu'on juge plus 
commode; supposons que ce soit celle afe. On peut remplacer la 
force ascendante par deux autres, l'une égale au rapport à la lon- 
gueur A de l'aire du triangle aa&, appliquée suivant la verticale 
du centre de gravité de ce triangle, c'est-à-dire suivant la verticale 
menée au tiers de la longueur AB à partir du point A; l'autre 
égale au rapport à la longueur A de l'aire du triangle a fe j3 appliquée 
suivant la verticale qui passe aux deux tiers de la travée à partir 
du point A. 

Soient g" et ^ les points de division obtenus en divisant la travée 
par tiers; \ et )/ les deux forces dites ascendantes appliquées en 
ces points. 

On aura 

(a) — XxA=-xaa, - - X' x A ^ - x ^b 

ou, en désignant, par M^etM^les valeurs en grandeur et signe des 
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inomenls de flexion en A et B, 

a 2A a îA 

On volt que ). et // sont réellement des forces, c'est-à-dire des 
grandeurs indépendantes de l'unité de longueur et dépendant uni- 
quement de l'échelle des forces ou de la longueur conventionnelle 
par laquelle on représente l'unité de force. 

En résumé, des forces proportionnelles kMdx peuvent toujours 
être réduites à : 

i" Une force a- connue en grandeur, direction et sens toujours 
descendante et, par suite, positive suivant nos conventions; 

2" Deux forces X et V que, pour faciliter le langage, nous regar- 
dons comme ascendantes, dont les lignes d'aclionsont placées au 
licrs et aux deux tiers de la travée et dont les grandeurs et sens 
sont inconnus. Dès que ces forces sont connues, les équations ((/) 
fournissent en grandeur et signe les moments de flexion sur les 
appuis, ou les équations («) donnent en grandeur et sens les lon- 
gueurs a<2 et {36 qui permettent de tracer la ligne de fermeture et 
de connaître, par suite, le moment de flexion en chaque point de 
la travée. 

Dans les poutres de section et, par suite, de moment d'inertie 
variables, si l'on appelle I le moment d'inertie au point d'abscisse 
ûc, nous aurons à considérer des forces fictives égales ou propor- 
tionnelles à yrfx, descendantes ou ascendantes suivant que -r- est 

positif ou négatif ou suivant que le moment de flexion M est po- 
sitif ou négatif, puisque le moment d'inertie est, de sa nature, 
essentiellement positif. 

Pour composer ces nouvelles forces, concevons que chaque 
ordonnée /?o r = :; du polygone funiculaire soit amplifiée dans le 
rapport i : I, ou plus généralement i : AI, k étant une constante 
arbitrairement choisie, et posons kl =: F, 



AI ■" r ~^' 
de sorte que les moments d'inertie étant connus, puisqu'on se 
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donne les dimensions de la poutre en chaque point, et les ordon- 
nées z Tétant également, par le tracé du polygone funiculaire, on 
en déduit les quantités z'. 

Concevons qu'on les porte en ordonnées à partir de la corde OLp 
elsoil poi^ = z'. Le lieu des points r' sera un polygone à côtés 
généralement curvilignes, passant toujours par les points a et p. 

Nous appellerons ce polygone le polygone funiculaire amplifié. 

Désignons par y, non plus un point de la verticale du centre de 
gravité du polygone funiculaire, mais un point de la verticale du 
centre de gravité du polygone amplifié, et, par le rectangle Axa-, 
non plus l'aire du polygone funiculaire, mais celle du nouveau 
polygone. 

On peut déterminer le point y et la longueur o-. 

Analytiquement, si {x est le moment de flexion connu (§ 193) 
qui se produirait au point quelconque /?, sous Tinfluence des 
charges données qui agissent réellement sur la travée, si cette 
travée existait seule, posée sur appuis simples, on a 

L'aire du polygone amplifié serait donc 
d où 

el, si \ est l'ahscisse du point y^ 

Jq 

d'où 

^ I z'dx= I z'xdXf 
ou 

(0') î^'ç^.=j;'-î..^. 

Graphiquement, on pourra, en général, remplacer les côtés du 
polygone amplifié par leurs cordes. 
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Il suffira donc d^ampliner les ordonnées 

^it ^it ^ii -i» 
répondant aux sommets de ce polygone, de sorte que, si Ton appelle 

II» If» hy U 

les moments d^inertie aux points de la poutre auxquels sont appli- 
quées les forces données 1 , 2, 3, 4, on formera les quotients 

Zi Zi Z% Z\ ^ 

F' r* F' F' 
i| h ^3 i* 

ou plus simplement, si Ton appelle 

r r r r 

des nombres proportionnels à ces moments d'inertie (si Tun d'eux 
est pris pour unité, les autres sont, en général, des nombres sim- 
ples tels que i, 2 ; i,4 ou o,8, . . . : ce sont ces nombres qui sont 
désignés par les lettres F), les quotients 

fj ' h _- ,' ^i _ -' -^fc _ 5' 

*ï *2 '3 *4 

seront portés en ordonnées sur les verticales des forces données, à 
partir de la corde ap; on obtiendra ainsi les points 1', 2', 3', 4', 
qu'on reliera par les droites l'.2', 2'. 3', . . . 

C'est le polygone à côtés reclilignes ainsi obtenu qu'on prendra 
approximativement pour polygone amplifié, à la place de celui à 
côtés curvilignes. 

Si toutefois les forces données n'étaient pas suffisamment rap- 
prochées, on prendrait des points intermédiaires dont on ampli- 
fierait les ordonnées. 

Il s'agit à présent d'amplifier de même dans les rapports i : I' 
les ordonnées /?of et ip' interceptées par les triangles a,36 et a6a. 
Il est vrai que ces nouvelles ordonnées sont inconnues. 

Mais voici ce que l'on peut faire : concevons que par le point B 
on mène de bas en haut ou de haut en bas, à volonté, une ordon- 
née 6p'= 6p et qu'on joigne le point p' au point A. 

Les ordonnées pi' de la droite A^' comptées depuis l'horizon- 
tale AB sont, en valeur absolue, les mêmes que celles poi' formées 
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parle triangle a 6 p. Donc, si Ton amplifie les premières dans les 
rapports i : F, on formera une courbe qui aura même aire et même 
verticale du centre de gravité que celle qu'on obtiendrait en am- 
plifiant les ordonnées ipo comptées depuis la droite ab. 

Mais, si du point A on mène une droite A^", de direction entiè- 
rement arbitraire et qu'on amplifie ses ordonnées pi^\ on obtiendra 
une nouvelle courbe dont le centre de gravité sera encore sur la 
même verticale et dont l'aire sera à l'aire de la courbe amplifiée 
résultant de la droite A P' dans le rapport A^" : Ap' ou A^" : 6^; 
car chaque ordonnée de la seconde courbe sera celle de la^ pre- 
mière multipliée par ce rapport constant. 

On mènera donc par le point A une droite entièrement arbi- 
traire A P''; on amplifiera les ordonnées de cette droite dans les 
rapports i : F, ce qui donne une courbe AA' que nous appellerons 
la droite A^" amplifiée. On déterminera l'aire de cette courbe 
ou plutôt la hauteur h d'un rectangle de base A équivalent à cette 
aire et l'on divisera la longueur h par le nombre d'unités de lon- 
gueur contenues dans BA', nombre arbitraire et qu'on choisira 
simple. 

Le quotient obtenu est un nombre indépendant de toute unité 
et indépendant de la direction de la droite Ap". Nous désigne- 
rons ce nombre par e'. Si, à présent, on amplifiait les ordonnées 
du triangle ABp', ou, ce qui revient au même, celles du triangle 
a^ô, à partir de la droite a6, on trouverait une courbe dont l'aire 
aurait pour expression 

c'est-à-dire qu'elle serait équivalente à un rectangle de base A et 
de hauteur 

{d) X' = £'x6p, 

où le nombre e' est connu. 

En outre, la verticale du centre de gravité de l'aire de la coui-be 
A A' coïncide avec la verticale du centre de gravité de la courbe 
résultant de l'amplification des ordonnées du triangle ab^. Dési- 
gnons par ^ le point où cette verticale, qui est ainsi connue et 
indépendante de Ja direction de la ligne de fermeture a&, coupe la 
fibre moyenne AB. 
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Pratiquenieni, pour obtenir le point ^ et le uombre e', on divi- 
sera la travée ÂB en un certain nombre de parties égales. Suppo- 
sons que ce soit en cinq parties. On amplifiera les ordonnées de 
la droite Â^'' répondant aux points de division. 

Soient Ç|; î^oj ^3» C*> ^5 les ordonnées de la droite; si, le moment 
Ii en un des points de division étant pris pour unité, les autres 
sont représentés par les nombres 



5 :i 2 I 
'hy î) 3» 2» 

les ordonnées amplifiées, que nous désignerons par des lettres 
accentuées, spront 

ï I = Cl » îi ~ ï Î2 *» Ç» = 3 Çî î C« = 2 SI î îs = ^ ïs- 

On remplacera la courbe par le polygone ayant pour sommels 
les extrémités de ces dernières ordonnées. 
L'aire de ce polygone est 



5(c',-:-C', + ;3 + C\ + §) = /*, 



s étant la longueur moyenne arithmétique entre les quatre ordon- 
nées C,, C„ C,, C* etjCj. 
Par suite, la longueur 

h 

s'obtient par la construction d'une quatrième proportionnelle aux 
trois lignes /, 5, A. 

Pour trouver la verticale du centre de gravité du polygone ainsi 
substitué à la courbe, on le divisera en triangles à l'aide des diago- 
nales indiquées en pointillé. Les deux triangles ayant pour base 
commune l'ordonnée X^^ ont même hauteur, par suite même aire; 
de plus, leurs centres de gravité sont à égale distance de la ver- 
ticale ^', ; donc, si l'on compose deux forces appliquées en ces 
centres de gravité et proportionnelles aux aires des deux triangles, 
on aura une force unique dirigée suivant ^'^ et proportionnelle à 
la longueur X^^ ; de même, les forces proportionnelles aux aires des 
deux triangles ayant pour base Ç'^, appliquées enjeurs centres de 
gravité, donnent une résultante dirigée suivant Ç^ et proportion- 
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nelle à cette ligne ; on trouvera de même des forces proportion- 
nelles à î^3 et ^\ dirigées suivant ces lignes. 

Enfin le centre de gravité du triangle Bkh^ est sur la verticale 
menée par le tiers de B^ à partir de B et son aire est proportion- 

nelle à K;. 

Si donc on porte bout à bout des forces proportionnelles à v^', , 
Çj» Csj Ci^^Cs ^^ que ^^on construise un polygone funiculaire de ces 
forces, le point d'intersection de ses côtés extrêmes sera sur la 
verticale du centre de gravité de l'aire ABA'. 

Le point cherché g^ est celui où cette verticale coupe la ligne AB. 

Si de même, par le point B, on mène une droite de direction 
arbitraire B//, qu'on amplifie ses ordonnées, on trouvera une 
certaine courbe; le point g où la verticale de son centre de gravité 
coupe l'axe AB est le même que celui où la verticale du centre de 
gravité du triangle aôt/, dont les ordonnées seraient amplifiées à 
partir de la droite fixe a&, couperait cet axe. 

De plus, si l'on appelle h la hauteur d'un rectangle de base A 

équivalent à cette courbe, le rapport -^-j est un nombre que nous 

appelons s, qui est indépendant de la direction Ah, 

Et, si l'on représente par un rectangle l'aire X x Ade la courbe 
amplifiée résultant du triangle a 6a, on aura 

Ceci posé, il est clair que les forces fictives proportionnelles à 
-jdx peuvent être remplacées : 

I** Par une force descendante t proportionnelle à l'aire du 
polygone funiculaire amplifié et appliquée suivant la verticale y 
de son centre de gravité, par conséquent connue en grandeur, 
direction et sens; 

2® Par deux forces ^ et V appliquées suivant les verticales con- 
nues g et g', dont la grandeur et le sens sont inconnus, mais que 
nous conviendrons d'appeler les forces ascendantes. De plus, ces 
forces ont pour expressions 

(e) — X = £ X aa, ■^'k' = t'x^b 

ou, en désignant par M^ etM^ les moments de flexion en grandeur 
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et signe, sur les appuis, 

(e') X = s X Mfl, >/=:£'xM6, 

de sorte que les forces \ et V sont réellement ascendantes si les 
moments M^ et M & sont positifs, descendantes dans le cas contraire. 

Remarque 1. — Si les forces agissantes 1, 2, 3, 4 sont équidi- 
stantes, l'aire et la verticale du centre de gravité du polygone funi- 
culaire amplifié se trouveront par la méthode très rapide indiquée 
pour la recherche des mêmes éléments relatifs au triangle amplifié 

Dans le cas contraire, on devra diviser ce polygone en triangles, 
comme nous l'avons fait pour le polygone ABA'; mais on se trou- 
vera, si l'on veut être exact, dans l'obligation de réduire ces triangles 
à une base commune (§ 15), afin de pouvoir les représenter par 
des longueurs; alors, suivant les verticales de leurs centres de 
gravité, on appliquera des forces proportionnelles à ces longueurs 
et, à l'aide d'un polygone funiculaire de ces forces, on aura le 
point Y» La même remarque s'applique à la recherche du point y 
pour le polygone funiculaire lui-même, lorsque c'est lui qui inter- 
vient, c'est-à-dire dans le cas des poutres de section constante. 

Remarque IL — Si le moment de flexion sur l'un des appuis 
est nul, il n'y a qu'une force ascendante, celle V, passant par le 
point ^, lorsque c'est le moment de flexion sur l'appui A qui est 
nul; celle \ passant par le point gy lorsque c'est le moment de 
flexion sur l'appui B qui est nul. La ligne de fermeture ab passe 
par le point a dans le premier cas, par le point ^ dans le second 
et, dans les deux cas, le trapèze 7.^ab se réduit à un triangle. 

Remarque III. — Si la base A est l'unité de longueur, les 
grandeurs a, \ V représentent respectivement les aires du poly- 
gone funiculaire et des triangles a ^a et a ^6 ou de ces lignes am- 
plifiées. C'est ce qui sera admis implicitement, toutes les fois que 
nous n'introduirons pas la base A. 
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§315. 

GOUBBE DE FLEXIOM D'Um POUTRE DE 8EGTI0M GOHSTARTE OU VARIABLE. - 

Théorème. — Si, aux divers éléments dx de la fibre moyenne 
dhine poutre à appuis quelconques, de section constante ou 

variable, on conçoit qu^on applique des charges fictives „. > 
descendantes ou ascendantes selon que rrj est positif ou négatif, 

la fibre moyenne fiéchie coïncide avec l'une des courbes funicu- 
laires relatives à ces charges, avant une distance polaire nu- 
mériquement égale à l'unité de longueur. 

En effet, Téquatlon différentielle de la fibre moyenne est 

dx'- '~~' El* 

En la comparant à l'équation (3') de la Note II (t. I, p. 5io), 
on voit que c'est l'équation différentielle des courbes funiculaires 

répondant à une ligne de charge dont l'ordonnée serait P =: pr; et 
qui aurait q^ = i pour distance polaire. 



§ 316. 

THÉORÈME rOHDAMERAL. — Si une poutre de moment d'inertie 
constant ou variable I, de coefficient d'élasticité E également 
constant ou variable d'une section à l'autre, soumise à des 
charges verticales quelconques, est posée sur appuis de niveau, 
encastrée à l'une de ses extrémités et simplement appuyée à 
l'autre, et qu'en ses divers éléments dx on applique des charges 

M dx 
verticales fictives -gî-? M étant le moment de flexion au point 

ou est placé l'élément dx, la résultante de ces forces fictives 
passe.par V extrémité non encastrée de la poutre. 

En effet, soient {fig, 1 1, p. 84) A l'appui encastré et B l'appui 
simple; la ligne pointillée tangente à AB en A représente la fibre 
moyenne fléchie. 
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Cette courbe étant une courbe funiculaire des charges * 

(§ 31o), la résultante de ces charges passe (§ 37 et 45 bis) par le 
point d'intersection des tangentes extrêmes de la courbe. Ce point 
est évidemment le point B. 

Corollaire. — Si la poutre est homogène, de section constante 
ou variable, c'est-à-dire si E est constant, on peut dire que la ré- 
sultante des forces Qctives y dx passe par le point B. 

Si elle est, en outre, de section constante, la résultante des 
forces fictives Mrfx jouit de la même propriété. 

Cela est évident, puisque la position de la ligne d'action de la 
résultante d'un système de forces ne change pas si l'on amplifie 
toutes ces forces, dans un même rapport. 

§317. 

DÉTEBMIHATIOM GBAPmaUE DU MOMEHT DE FLEXIOM DAV8 DUE POUTBE DE 
SECnOM COHSTAHTE. — Le théorème précédent renferme toute la 
théorie des poutres encastrées à un bout et librement appuyées à 
l'autre et permet de la développer soit analytiquement, soit par 
des procédés graphiques. 

Considérons d'abord une poutre AB {fig- 1 1 , p. 82) de section 
constante et proposons-nous de déterminer les moments de flexion 
en ses divers points sous l'influence de charges données quel- 
conques. 

Si les charges sont continues, on divisera la poutre en un certain 
nombre de parties égales, ce qui donnera des points de division, 
tels que, lo, 2©, 3o, ^oj et l'on remplacera les forces continues par 
des résultantes partielles appliquées en ces points, de manière à 
avoir des charges isolées qu'on prendra d'autant plus voisines 
qu'on cherchera une approximation plus grande. 

Soient 1, 2, 3; 4 les charges appliquées aux points de division. 

Construisons l'un quelconque des polygones funiculaires rela- 
tifs à ces charges, en terminant ses côtés extrêmes aux verticales 
des appuis. 

Soit «0^0 la corde de ce polygone (le polygone des forces à 
l'aide duquel ce polygone funiculaire est censé construit n'est pas 
représenté sur la figure). 
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Comme le moment de flexion est nul au point de simple appui B, 
la droite de fermeture passe par le point 60. 

Soit b^a sa direction inconnue. Elle doit être telle que la résul- 
tante des forces verticales fictives Mrfx, réparties sur la poutre, 

passe au point B. 

M 

Il doit donc en être de même des forces -7 dx^ quelle que soit 

M 
la constante d\ mais la force --^dx k appliquer à l'élément dx se 

compose (§ 194) : 1® de celle connue ^dx=^ zdx qui se pro- 
duirait si la poutre était posée sur appuis simples; 2° de celle 
obtenue en multipliant par dx Tordonnée correspondante ^y ^^ 
triangle a^b^a, 

La résultante des premières forces peut être trouvée, puisque 
ces forces sont connues. Désignons-la pour un instant par o-. Elle 
est égale ou proportionnelle à Taire du polygone funiculaire 
a^vprb^ et appliquée en son centre de gravité. 

La résultante des secondes n'est pas connue en grandeur; on 
sait seulement qu'elle est égale à l'aire du triangle a^b^a] si donc 
on la détermine, on connaîtra cette aire et, par suite, la direction 
cherchée de bç^a. 

Désignons-la par \. Sa ligne d'action est connue; elle passe par 
le centre de gravité du triangle: c'est donc la verticale g menée au 
tiers de la longueur de la travée à partir du point d'encastrement. 

Ainsi, la résultante de la force connue en grandeur et position o- 
et de la force connue de position, mais non de grandeur \ doit 
passer par la verticale B. Si donc, en B, on conçoit une force 
égale et opposée à cette résultante, force que nous appelons B', 
les trois forces 

cr, X, B' 

doivent se faire équilibre. 

Pour trouver la grandeur de \ on a donc à déterminer deux 
forces dont les lignes d'action sont données, de façon qu'elles 
fassent équilibre à une force donnée o", ou, en remplaçant de nou- 
veau 0- par les forces zdx qui lui ont donné naissance, nous avons 
à chercher les grandeurs de deux forces dont les lignes d'action \ 
et B' soient données, de manière qu'elles fassent équilibre à des 
forces données zdx, 

ri. 6 
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Pour résoudre le problème rigoureusement, ilsufGrai'tde remar- 
quer que les forces zdx, comprises dans un trapèze tel que pqrs, 
ont une résultante égale à Taire de ce trapèze et passant par son 
centre de gravité ou, en remplaçant le trapèze par deux tri- 
angles psrj psq^ on aura à appliquer au centre de gravité de chaque 
triangle, c'est-à-dire suivant les verticales passant au tiers et auic 
deux tiers des distances, telles que 3o.4o, des forces égales aux 
aires de ces triangles. 

Fig. II. 




Si les points d'applications \q, 2o, ... des forces données 
étaient quelconques, il faudrait considérer ces forces. Pour avoir 
leurs longueurs, il faudrait réduire les divers triangles à une base 
commune (§ 15) qu'on pourrait choisir, par exemple, égale à la 

moitié de la longueur de la travée, soit -> par la raison qui sera 
indiquée plus loin. 
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Mais si, comme il arrivera souvent, les forces données sont 
équidistantes, alors, en décomposant Taire du polygone funiculaire 
dans les triangles b^rSy rsp, spg, qpt, . . ., on voit que tous ces 

triangles ont une même hauteur - (ici ^ = AqI -== lo«2o=. . . ) ; 

donc les forces fictives à appliquer en leurs centres de gravité 
peuvent être représentées par leurs bases. Or, si Ton considère 
les forces appliquées aux deux triangles rsbo, rps, qui ont une 
base commune rs el des hauteurs égales, les forces correspon- 
dantes sont égales; les deux points d^applicalion placés sur les 

Fig. 12. 



-^ <.• 



yy / 

^ / 

/ 

•y / 



\i 



verticales des centres de gravité de ces deux triangles sont d^ailleurs 
à égale distance de rs\ donc ces deux forces se composent en une 
seule dirigée suivant rs et égale à Taire pb^rs, c'est-à-dire au 
produit 

/ / 

rs X = ^4x - > 



et pouvant être représentée par l'ordonnée z,, elle-même, le fac- 



teur - étant constant. 
n 



On verra ainsi qu'il suffit, suivant les verticales des forces 
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données, d'appliquer des forces fictives égales aux ordonnées 

Zly ^1, ^J, Z^, 

multipliées par le facteur commun -• 

Nous avons à équilibrer ces forces par deux forces dirigées sui- 
vant les verticales ^ et B. A cet effet, construisons le polygone de 
ces forces en faisant (Jig» i^, p. 83) 

r = .si, a'=^,, 3'=;5s, 4' = -»*, 

puis construisons {/ig. n, p. 82) le polygone funiculaire 
6M'.2'.3'.4'.5' de ces forces, relatif au pôle quelconque w, en 
arrêtant les côtés extrêmes de ce polygone aux verticales ^ et B 
en 6' et 5'. Menons la ligne 5'.6' et (Jig. la) le rayon polaire toi 
parallèle à cette ligne. Les deux segments 5' et 6' déterminés par 
ce rayon donnent les forces S' et ô', c'est-à-dire celles qui, appli- 
quées en B et gj équilibreraient les forces données. 

Ainsi la force X est connue et égale à 6'. 

Comme toutes les forces Zt^ z^^ ... sont à multiplier par -> il 
en est de même de celle X, de sorte que c'est 

n 

qui est à appliquer au centre de gravité du triangle aa^b^ et re- 
présente l'aire de ce triangle; donc 



d'où 



A X - = aa© X - > 
n a 



aan = — A . 
n 



Ici, l'on aurait aao =7)*. 

Il faut d'ailleurs porter cette longueur aa^ de haut en bas; car, 
les forces fictives;; étant toutes descendantes, leur résultante passe 
entre a^ et b^ ; donc les deux forces X et B' qui les équilibrent sont 
toutes deux ascendantes si cette résultante passe entre g et B. Si 
elle passe à gauche de g^ la force B' sera descendante, mais celle \ 
restera toujours ascendante. 
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Donc les ordonnées du triangle, comptées depuis la corde aob^^ 
doivent se retrancher de celles du polygone. 

Il résulte de là que la ligne ÙqU coupe toujours le polygone a© 6© 
en un point I qui fournit (§ 292) le point d'inflexion de la courbe 
de la fibre moyenne déformée. 

La nécessité de l'existence d*un tel point est manifeste^ puisque 
la fibre moyenne fléchie doit être tangente à AB en A et passer 
par le point B; elle a donc une forme comme celle indiquée en 
pointillé (Jig. ii)et ceci prouverait déjà que la ligne b^a doit 
être placée du même côté que la corde a^b^. 

La droite de fermeture a^bg étant connue, les ordonnées com- 
prises entre cette droite -et le polygone funiculaire a^vbQ mesu- 

M 
rées à l'échelle des forces donnent les quotients -3 des moments de 

flexion cherchés par la distance polaire qu'on a choisie arbitrai- 
rement et qui est mesurée à Téchelle des longueurs. Si on la prend 
égale à l'unité de longueur, les ordonnées donnent les moments M 
directement. 

Remarque /. — Si les forces données n'étaient pas équidi- 
stantes, en opérant sur les triangles rsb^j . . . comme il a été dit 

plus haut, les réduisant à une base commune -et opérant sur les 

hauteurs correspondantes considérées comme des forces, au lieu 

d'avoir «oa = - )w, on aurait a^a = 'k. 

Règle pratique, — En résumé : i® Remplacez les forces conti- 
nues données par des forces isolées et équidistantes, l'équidistance 

étant une fraction - de la longueur de la travée. Construisez un 

polygone funiculaire quelconque de ces forces dont la distance 
polaire soit un nombre simple d d'unités de longueur ou une 
fraction simple de cette unité. Menez la corde a^b^ de ce poly- 
gone; 

a° Construisez un polygone funiculaire des ordonnées de ce 
premier polygone regardées comme des forces fictives; terminez 
l'un des côtés extrêmes de ce second polygone funiculaire à la 
verticale de l'appui simple et l'autre à la verticale menée au tiers 
de la longueur de la travée comptée à partir du point d'encastré- 
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ment. Fermez le polygone en joignant les deux extrémités ainsi 
obtenues; parle pôle menez un rayon parallèle à cette droite de 
fermeture. Vous déterminez, sur la droite qui sert de polygone des 
forces, deux forces fictives qui, appliquées Tune suivant la verticale 
de Tappui simple, Tautre suivant la verticale passant au tiers de 
la longueur de la travée à partir du point d'encastrement, feraient 
équilibre aux autres forces fictives considérées. Cette dernière, 
doublée et divisée par le nombre n des parties dans lesquelles on 
a divisé la travée, étant portée à partir du point a^ sur la verticale 
du point d'encastrement, fournira un point a qui déterminera la 
véritable droite de fermeture b^a du premier polygone funiculaire. 
La longueur a^a doit d'ailleurs être portée dans un sens tel que 
la ligne b^a coupe le polygone. Les ordonnées comprises entre le 
polygone et la droite de fermeture, mesurées à Téchelle des forces 
et multipliées par le nombre constant et simple d d'unités de 
longueur, donnent les moments de flexion de la poutre sous l'in- 
fluence de la charge qu'on a considérée. 

§ 300. 

CAS D'UHE CHARGE UmaUE. — Soit {fig. 13, p. 87) une force 
unique appliquée au point quelconque C de la poutre et repré- 
sentée {Jîg- i4) par la longueur OC. 

Construisons {Jig^ 13) le polygone funiculaire A'C'B'de cette 
force relatif au pôle quelconque co {Jîg* i4) et soit d la distance 
polaire. 

Menons la corde A'B' et la verticale du centre de gravité G du 
triangle A'B'C. 

C'est suivant cette verticale qui coupe la fibre moyenne en y 
qu'est appliquée la force o*. Cette force est égale à l'aire du tri- 
angle A'B'C, c'est-à-dire au produit 

C'Dx - 
1 

de l'ordonnée verticale CD :^ z par la demi-longueur de la poutre. 
Il s'agit de décomposer cette force en deux, l'une \ passant par 
le tiers de la longueur de la poutre, à partir du point d'encastre- 
ment, et l'autre par l'appui B. 
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8.7 



C'est un des problèmes du § 42. Prenons BH = CD; joignons 
^11 et, par le point y où la force <t coupe la fibre moyenne, menons 
yt parallèle à ^H jusqu'à sa rencontre en i avec la verticale BH. 

Fig. 13. 




i-îg. 14. 



cfy 



->« 



Faisons A'a = Bi; je dis que Wa est la ligne de fermeture, 4c 
sorte que les moments de flexion sont les produits des ordonnées 
comprises entre cette ligne et le contour A'CB' mesurées à Té- 
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chelle de la force, par la distance polaire d qu'on peut prendre 
égale à l'unité de longueur ou en rapport simple avec cette unité. 

En effet, si la force à décomposer était non pas DC'x -> 

mais DC, il résulterait de la construction faite que les composantes \ 
et B seraient respectivement Bi et tH; car la somme de ces deux 
forces est BH =: DC et leur rapport est inverse des distances g^ 
et yB. Ainsi l'on aurait, dans ce cas, \ = Bi. Mais la force à décom- 
poser étant non pas DC, mais DC'x -> on a 



Y = H i X 






Et comme y est l'aire du triangle A'B'a, 

Y --Vax-, 

d'où 

A'a=Bi. 



§319. 

CAS DDHE GliJUIE UIIFOBIIB. — Théorème. — Sur une perpen- 
diculaire élevée au milieu de la poutre, portez une longueur CS 
{fig' '5, p. 89) qui, à V échelle admise pour les forces, repré- 
sente le quart de la charge totale de la poutre, soit^^ P étant 

la charge par unité de longueur; tracez la parabole ayant son 
sommet à l'extrémité S de cette perpendiculaire et passant par 
les deux extrémités de la poutre. Ce sera la courbe funiculaire 

de la charge uniforme, de distance polaire -• • 

Sur une perpendiculaire élevée à la poutre en son extré- 
mité encastrée, prenez également une longueur égale au quart 
de la charge, c'est-à-dire à la flèche CS de la parabole et joignes 
Vextrémité de cette perpendiculaire à textrémité simplement 
appuyée de la poutre; vous aurez la droite de fermeture, de 
sorte que les produits des ordonnées comprises entre cette droite 
êl la parabole mesurées à l'échelle des forces par la demi-longueur 
de la travée représentent les moments de flexion. (En d'autres 
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termes, le moment de flexion, en chaque point, est le moment d^un 
couple dont la force est égale à Pordonnée en ce point, le bras 

de levier constant et égal à - tournant de gauche à droite ou de 

droite à gauche suivant que l'ordonnée est au-dessous ou au-dessus 
de la droite de fermeture.) 

En effet, le moment de flexion [jl de la poutre supposée à appuis 
simples est ici 




en prenant le milieu C de la poutre pour origine. Le moment au 
point C est donc 

pi* 

L'ordonnée GS d'une courbe funiculaire de distance polaire d 
est telle que 



o 



Donc, si rf = - > on a 
2 



4 



soit le quart de la charge totale. 

La résultante des forces ^^-j-} c'est-à-dire l'aire ASB de la 

a 



pa- 
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rabole, est, comme on sait, les | du rectangle AB x CS ou 

a :- l l X CS. 

C'est la force que l'on doit équilibrer par deux autres, Tune 
passant au point g^ placé au y de AB, à partir de rextrémilé en- 
castrée A et que nous appelons A, Taulre passant par le point B. 
tin prenant les moments par rapport à ce point, on aura 

Xx J/.-(jx '- -f/xCSx-; 
d'où 

}. =-CSx -. 

Telle est Taire du triangle AB«, si Ba est la ligne de fermeture. 
Comme on a aussi 

A r \a >: -» 

2 

il en résulte 

Aa -^ CS. 

Corollaire. — On conclut facilement de là que le point d'in- 
flexion J se projette en y au quart de la longueur de la poutre. 

§ 320. 

DÉTEBMniATIOM GBAPHiaUE DES MOMEHTS DE FLEXIOM D'UIB POUTBE A 
SECTIOH YABIABLE. — Supposons à présent que le moment d'inertie 
1 qui n'intervenait pas dans le cas précédent varie d'une section à 
l'autre suivant une loi donnée. Il s'agit toujours (/ig* ii> p* 82). 
après avoir tracé le polygone funiculaire a^pb^^ d'en tracer la droite 
de fermeture b^a. 

Dans le cas actuel, ce n'est plus la résultante des forces fictives 
yidx considérées au § 317 qui passe par le point B, mais la résul- 
tante de forces fictives égales ou proportionnelles à y 

Nous savons (§ 311) que cette résultante se compose toujours: 

1° D'une force o* que nous pourrons déterminer en grandeur, 
direction et sens et qui est égale à Taire du polygone funiculaire 
amplifié ; 

2° D'une force \ appliquée en un point g qui n'est plus le tiers 
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delà longueur de la poutre, mais que nous savons déterminer: 
de plus on a 

2 étant un nombre que nous savons également trouver. 

On déterminera \ par la condition que la résultante de cette 
force et de celle o- passe au point B, et alors la dernière équation 
donne aQa, 

§ 321. 

EFF0BT8 TRAHGHAIfTS. — Connaissant les moments de flexion, on 
en déduit les efforts tranchants. Si Ton porte les ordonnées repré- 
sentant les moments do flexion normalement à la fibre moyenne, 
on obtient un polygone; les coefficients angulaires de ses côtés 
changés de signes donnent les efforts tranchants. 



§ 322. 

MÉTHODE AVALTTIftUE : Moments de flexion. — 11 est un peu plus 
commode ))Our les applications analytiques de prendre le point 
d'appui simple B pour origine des coordonnées; Taxe des j' est 
toujours supposé descendant. Nous supposons le point B à gauche 
de A(y/>. i6, p. 99.). 

Si [JL est le moment de flexion pour une charge quelconque dans 
le cas où la poutre reposerait sur deux appuis simples, on aura 

M ==ÎX-h Ax r-B, 

A et B étant deux constantes; la seconde est nulle, car pour x = o 
on doit avoir M rrr o et Ton a par définition |jl = o. Donc 

M ^ IX -\x. 

Mais la somme des moments des forces fictives ^clx par rap- 
port au point B est nulle, cVsl-à-dire que 



9^ 
d'où 
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A= — 



1 



"ËF 



cl 



(9) 



M = {X — a? 



X El 



qui donne le moment de flexion dans une poutre de section con- 
stante ou variable encastrée en A et librement appuyée en B, sous 
l'influence d'une charge quelconque. 

Fig. i6. 



P. 



* 



n 



Pour chaque charge, il suffit de remplacer |jl par sa valeur. Nous 
avons vu (§ 193) que, pour un nombre quelconque de charges iso- 
lées 

Pi> Pjï Psj — > P/i 
ayant pour abscisses 

*1> «1» *3ï • • 'ï */t» 

on a 

X / 

/ — X ' 



^=£z^2p«+72p^'-»)- 



Si les forces P étaient continues, les 2 seraient remplacées par 
des y. Ainsi, si des forces pd^ agissent sur les divers éléments rfa. 
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p étant une fonction quelconque de a, on aura 

Ï^=^J p{l — ^)d%-[ ^— J p%da, 

et, si l'on avait à la fois des forces continues et des forces isolées, 
^=z j I p(l — ol) dft -\ j — / p%doL 



'a. 





Si la poutre est de section constante, on a 

§ 323. 
GHABAE miirOBME. — Pour une charge uniforme 



px{l — x) 



"*= 



jy.dx=^, 



(.0) M=£fli=l£)-4f=Ç(3/-4x). 

Le point d'inflexion se trouve au point x = f /. 

Le moment maximum a lieu au point d'encastrement; il est égal 

Dans la poutre simplement appu^^ée, il a lieu au milieu de la 
poutre et est égal à ^ • 

§324. 

GHABAE ISOlâS UllIttUE. — On aurait par la formule ci-dessus ou 
directement : 

I® Si le point est à gauche de la charge, 
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2® S'il esl à droite, 






par suite 






ii ~T).rdx - -.-(/*— a- ). 
o 



Donc : 

I" Si le point est à gauche de la charge, soit pour x ^ ol, 
__ P(/-a) Pa(/*— a*) 



(II) < ou 



.. P(/ a)«(^/^a) 
M — .- X : 

2/* 



a® Si le point est à droite de la charge, soit x > a. 



M:._(/-X,--- .^^^— X 



(il bis) OU 



M_^Ja/» (aï -3/^)^1. 

Pour X- ' ly on obtient le moment de flexion sur Tappui en- 
castré A 

(12) Ma - ^/1(^' -'*>• 

Le moment de flexion au droit de la charge, qu*on obtient pour 
jr -- a, est 

1*1 

(i3) Ma^^ -^(/ — a)H'2/— 3t). 



§ 325. 

CHAEftES ftUELGOHftUES. — Pour des charges isolées, Texpression 

ci-dessus de / [x:cé/jr, donnerait 

•/o 
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donc 



M 



= f2p('-')--7^i;p'-i^2p«(^'-«') 



ou 



(U) 



L. X J 



§ 326. 

SURE DELA MÉTHODE AHALTTiaUE. EFFORTS TRAHCHARTS. — On dé- 
duit reffort tranchant des moments de flexion par la formule 

dx 

de sorte que : 

1° Dans le cas général de charges en nombre quelconque, par 
la formule {l^)^ 



i5) T- 



' iÀ VPa(3/«-a«)-2P(^-«)n^^ -«) : 



2** Dans le cas d'une charge uniforme /?, par la formule (lo), 
(i6) T^/>(-t/-:r;; 

3° Dans le cas d'une charge unique par les formules (i i) : 

a. Pour :r <; a, 

b. Pour X >- a, 

§ 327. 

U6IE8 D OFLUEHGE BELATI7ES AUX MOMENTS DE FLEXION. — La ligne 
d'influence, pour une section donnée d'abscisse x, s'obtient (§ 302), 
en supposant qu'un poids P = i parcoure la poutre et en portant, 
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dans chaque position de P, sur la verticale de cette force, une 
ordonnée égale au moment de flexion qu^elle détermine dans la 
section considérée. 

Désignons {^fig. 17) par y le moment de flexion que la charge 
P = I détermine dans la section x lorsque son abscisse est a. Les 
formules (i i) et (i i bis) donnent : 

Fig. 17. 
n. ^ JcX) 



P-i 



ï® Pour a< j:, 

2® Pour a > X, 

(/-a)»(2/-i-a) 

y= — ï7i — ^- 

Si, dans la première équation, on regarde x comme un para- 
mètre constant, a et^ comme coordonnées courantes, cette équa- 
tion représente la portion de la ligne d'influence comprise entre 
Tappui simple B et la section considérée (X); dans les mêmes 
conditions, la seconde représente la portion de la même ligne 
d'influence comprise entre la section considérée et l'appui encas- 
tré A. 

Les courbes d'influence sont donc formées à' arcs de paraboles 
du troisième degré. 

Nous verrons que cette propriété subsiste aussi pour les poutres 
continues et celles encastrées aux deux bouts. 

Ces courbes passent par les deux appuis et de plus sont tan- 
gentes à l'axe des x au point d'encastrement, sauf toutefois celle 
relative au point d'appui même. Ces résultats étaient aisés à pré- 
voir; car, si l'on pose la charge P= i sur l'appui B, elle produit 
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un moment de flexion nul sur toutes les sect'ons; il en est de 
même si on la pose en A ou dans une position infiniment voisine, 
puisque le premier élément de la fibre moyenne à partir de A est 
fixé invariablement. 

Poutre simplement appuyée en B et encastrée en A. Courbes d'influence, 

Fig. i8. 




Éclielle des ordonnées triple de celle des abscisse» . 

On peut encore écrire les équations ci-dessus : 
i'* Pour a<:r, 

2'' Pour a > ^, 
II. 
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de sorte qu'il n'y entre que les rapports numériques des abscisses 
et ordonnées, à la longueur de la poutre. 

Nous avons tracé {fig* 18, p. 97) les courbes d'influence rela- 
tives aux sections planes aux abscisses 

/ 0.1 51 

•^^3' ^^T' ^=6-' ^ = ^' 

cette dernière étant la section d'encastrement. 

Ce tracé a été fait à l'aide des équations des courbes qui sont les 
suivantes : 

Pour 2 ■ C ^, Pour a > x, 

'• 7 = 3' ^= 5^67.' '• 7 = 3' •>'=6 ('-7J(*-7.)- 

"•7 = 3'-^= 37«' "• 7 = 3' -^=3 ('-/j ('^7J- 

"'•7 = c' ^^ = -4"^ra7î- "'•7- = 6' •>' = T^'('-/) ('^7)- 
,v.^=,, ^=--^ + 4. 

Si un simple point mobile parcourt une poutre à deux appuis 
simples, le moment de flexion maximum se trouve toujours au 
point même où est placé le mobile; il n'en est pas nécessairement 
de même ici. Les courbes I et II montrent que cela a lieu pour les 

sections a: = ■- eix = -r-- Mais dans la courbe III relative à -7 = x» 

l'ordonnée positive (c'est-à-dire celle au-dessous de BA) qui a lieu 
au point d'action de la charge (point III) est plus petite que l'or- 
donnée maxima négative qui a pour abscisse -— : et est égale à — -• 

La courbe II répondant à ^ = | / est tangente à BA en B; celles 
relatives à de plus grandes valeurs de x comprennent donc des par- 
ties placées au-dessus de cette ligne. 

Leur ordonnée présente un maximum analytique négatif dont la 
valeur absolue peut être supérieure à l'ordonnée qui a lieu au 
point d'action de la charge. 
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Cette ordonnée maxima est facile à trouver d'après Téquation 
des courbes 

Elle répond à la valeur de a pour laquelle la dérivée ^ = o ou 



3.r 3a«ar 
1 — 

d'où 



•-I7-^^7r = °' 



's/-t 



Elle n'est réelle que pour 7 > ô • 

L'ordonnée correspondante que nous appelons y m est 



:-(xiL_5i, 



tandis que l'ordonnée yx, répondant à a = x, c'est-à-dire au cas 
où la charge agit dans la section même à laquelle se rapporte la 
ligne d'influence, est 

-=f(-î)h(f)1- 

Pour 

X 'A 

Donc 7x> 7m. 

Pour y --^ I, c'est /;r qui est nul. Donc — ym>yx» 

Ainsi, dans le tiers de la poutre contigu au point d'encastrement, 
il y a un point pour lequel — y m =yx* H est fourni par la ra- 
cine positive de l'équation 

^ = f(-7)[»-(ï)']- 

Cette racine est comprise entre -j / et | /. On pourrait, par la 
méthode de Newton, approcher davantage. 
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Prenons-la égale à } / (c'est-à-dire à moins de ^ — î = sîî ' près). 
Alors on peut dire que, si une charge unique circule sur une poutre 
simplement appuyée en un point B pris pour origine des abscisses 
et encastrée à son autre extrémité : 

I** De a: = o àjr=j/, le moment de flexion le plus grand dans 
une section donnée d^abscisse x que puisse produire la charge 
pendant son mouvement a lieu quand elle passe dans la section 
m^me, et sa valeur (en appelant P la charge) est 



M. 



■— î(-f)h(f)i 



a® De a; = 4/àj: = /, le moment maximum se produit dans la 
section d^abscisse x^ lorsque la charge occupe la position définie 
par Tabscisse a 




il est négatif et a pour valeur absolue 

(7-0' 

(!)■ 

§ 328. 

UC«E8 D'UTLUQIGE BELATIVES aux efforts TRAXGHAlfTS. — Si Ton 
appelle^ Teflort tranchant produit dans une section d'abscisse a: 
par un mobile de poids i, au moment où son abscisse est a, d'après 
les formules (17) et (17 6w), on a : 1° de a = o à a=r x, 

2° De a = X à a = /; 

(18 his) r = ^7i 

Traçons [Jig^ 19, p. loi) chacune de ces courbes (dans les 
équations desquelles n'entre pas, comme on le voit, le paramètres 
de la section considérée) dans toute l'étendue de la poutre. Lapre- 
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mière BA' passe par Torigine B, coupe la verticale de l'appui en- 
castré à une distance AA'=: i (égale à l'unité de force) et a sa 
tangente horizontale en A'. La seconde AB', tangente à l'axe AB 
au point d'encastrement, coupe la verticale de B à une dislance — i 
de l'origine, de sorte que BB'= AA'. 




Ces deux courbes tracées une fois pour toutes, si l'on considère 
une section quelconque X qui les coupe en C et C, la ligne d'in- 
fluence relative à cette section est formée par l'arc BC et l'arc C'A 
ou le contour BCC A. 

D'après le principe du § 311, un convoi placé tout entier d'un 
côté de la section ne pourrait pas y déterminer l'effort tranchant 
le plus grand possible; il faut qu'il soit à cheval sur la section. 



§ 329. 

HABGHE A SUTTBE DAH8 LA PRATiaUE. PREMIËBE APFBOZmATIOH DU SOLIDE 
D'ÉAALE BÉ8I8TAHGE. — Si une poutre est soumise : 

1° A une charge permanente; 

2** A une surcharge formée d'un convoi mobile, on supposera 
d'abord la poutre de section constante et : 

a. On déterminera selon la méthode du § 317 le moment de 
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flexion que produit, dans chaque section, la charge permanente 
seule; 

b. On tracera les lignes dMnfluence des moments de flexion 
relatives à un certain nombre de sections; connaissant ces lignes, 
les règles du § 315 permettent de trouver le moment de flexion 
maximum que le passage d'un convoi produit dans chacune de ces 
sections; 

r. A ce moment maximum on ajoutera celui dû à la charge- 
permanente, ce qui donnera, dans ces sections, le moment maxi- 
mum dû à l'action réunie de la charge permanente et de la sur- 
charge ; 

d. C'est d'après ces moments de flexion qu'on déterminera le 
moment d'inertie à donnera chacune des sections considérées (t. I. 
Note I), de façon que les fibres extrêmes supportent même ten- 
sion dans toutes les sections^ 

e. On déterminera de même, si on le juge utile, l'eflbrt tran- 
chant dû à la charge permanente (§ 321), puis, à l'aide des lignes 
d'influence des efl*orts tranchants dont le tracé est immédiat, les 
efl^orls tranchants maxima produits par le convoi et l'on y ajou- 
tera l'efl*ort tranchant dû à la charge permanente. On en déduira 
l'aire à donner à chaque section de la poutre. 

§ 330. 

DEUHÙIE APPROXIMATION DU SOLIDE D'ÉGALE BËSI8TAHGE. — Le défaut 
de cette méthode, est de déterminer les moments de flexion 
comme si la poutre était de section constante et de lui donner 
ensuite une section variable. 

Les moments de flexion qui se produiront ne seront donc pas 
ceux qu'on a supposés. 

Si l'on veut avoir les moments de flexion exacts, il est néces- 
saire, en partant des moments d'inertie variables d'une section à 
l'autre (trouvés par l'opération rf), de suivre la marche indiquée 
au § 302. Si les moments de flexion ainsi obtenus ne dépassent 
nulle part ceux qu'on a supposés, les dimensions données à la 
poutre sont suffisantes; dans le cas contraire, il serait nécessaire 
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de renforcer les moments d^inerlie dans les sections où les mo- 
ments de flexion exacts dépasseraient ceux admis. 

Dans la pratique il est rare qu'on fasse celle vérification. L'expé- 
rience et les tracés graphiques montrent qu'en général les moments 
de flexion exacts qu'elle fournirait s'écartent très peu de ceux 
trouvés dans l'hypothèse de la poutre à section constante. A plus 
forte raison ne fait-on pas l'opération analogue en ce qui touche 
les eflbrls tranchants. 

§331. 

CAS ou n. H'T A PAS DE SUAGIARftE MOBILE. DÉTEBMIHATIOH BlftOU- 
BEOSE DU SOLIDE D'ÉftALE BÉSISTAHCE — Si l'on demande seulement 
qu'une poutre soit d'égale résistance pour une charge donnée, quelle 

Fig. ao. 



/ 



A 



qu'elle soit, il est possible de déterminer rigoureusement et 
très simplement les dimensions à lui donner. La méthode que 
nous allons indiquer, j)Our cela, est basée sur le théorème sui- 
vant : 

Théori^me. — La position du point d' inflexion de la fibre 
moyenne déformée, dans une poutre encastrée à un bout et 
appuyée à Vautre, de hauteur constante ou variable^ d^ égale 
résistance sous une charge donnée quelle qu^elle soit^ est indé- 
pendante de la nature de cette charge. Si la poutre est de hau- 
teur constante, la distance de ce point au point d^ appui simple 
de la poutre est égale au côté du carré dont la longueur de la 
poutre serait la diagonale. 
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D'après cela, quelle que soit la charge, pour avoir le point d'in- 
flexion J de la poutre AB supposée de hauteur constante, encastrée 
en A et appuyée en B, il suffit, par le milieu de la poutre, d'élever 
une perpendiculaire CD égale à la moitié de sa longueur AB, puis 
du point B comme centre avec BD pour rayon de décrire l'arc de 
cercle DJ. 

En effet (§ 316), quelle que soit la loi de variation du moment 

d'inertie 1 , la résultante des forces verticales fictives égales à ^ rfjc 

passe par le point B, les forces étant dirigées dans un sens convenu 

quelconque ou en sens opposé suivant que y ou M (puisque I est 

essentiellement positif) est positif ou négatif. 

D'autre part, pour que la poutre soit d'égale résistance, il faut 
qu'en appelant ç^ la distance en valeur absolue entre la fibre 
moyenne et la fibre qui en est la plus éloignée, la valeur absolue 

de -j- soit égale à une tension donnée R. Donc, si M >> o, 

(.9) ^ = R: 

si M <; o, 

(.9') - ^" - R-. 

en supposant, pour plus de généralité, que les coefficients R, R' 

relatifs à ces deux espèces de forces (pressions et tensions) soient 

différents. En général, on suppose R - R' (voir la Note I, t. I). 

Or, si J est le point d'inflexion, M est positif d'un côté de J et 

négatif de l'autre. Donc on doit appliquer entre A et J des forces 

fictives 

H clr 

w 

et dirigées dans un sens, par exemple descendantes, et entre J etB 

des forces '- ascendantes, et leur résultante doit passer par le 

point B, c'est-à-dire que la somme de leurs moments relativement 
à ce point doit être nulle, ce qui donne 
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Quelle que soîl la loi de variation de la hauteur ç de la poutre, 
V est une fonction donnée de x. En efTectuant les quadratures, on 
a donc à résoudre une équation numérique en a, et l'on aura, a 
priori, le point d'inflexion quelle que soit la charge (* ). 

Si la hauteur est constante, s? sera constant et les forces distri- 
buées seront proportionnelles à Rrfx et R'rf^, c'est-à-dire uni- 
formes; et, soit par l'équation ci-dessus, soit directement, on a, en 

supprimant le facteur — > 





Ra» = 


= R'(/«- 


-««), 


a 


= Vh 


R 

-4-R' 


et, pour R = 


= R', 












(ao) 






a = 


l 







Ayant le point d'inflexion /, quelle que soit la charge donnée : 

i" On construit [fig^ 1 1, p. 82) le polygone funiculaire aovpbo. 
Par le point donné y, on mène une verticale qui, par son inter- 
section avec ce polygone, détermine le point I. On joint 6^1, 
ce qui donne la droite de fermeture. 

On a donc les moments de flexion en multipliant les ordonnées 
comprises entre le polygone et la droite abo, par la distance po- 
laire d du polygone funiculaire. 

Par suite, les équations (19) et (19') fournissent le moment d'i- 
nertie I en chaque point, la hauteur ç de la poutre étant donnée. 



(») On peut aussi remplacer le calcul par une quadrature graphique. Supposons, 
pour simplifier, R — R', d'où 






ou, en divisant la longueur de la poutre en parties égales Aj7, on aura approxi- 
mativement 

a / / 



\^ J? _ V^ X _ \ '^ X 



Si Ton conçoit des forces verticales proportionnelles à - appliquées aux points 

de division, un polygone funiculaire de ces forces donne ces diverses sommes. 
( Voir pour les détails des opérations la Note II à la fin de ce Volume.) 
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§ 332. 

SOLIDE D'ÉCIALE BË8I8TA1IGE SOUS L'ACTION D'UHE GHARftE UfflOUE. BÉSUL 
TAT PARADOXAL. — Appliquons la règle qui précède au cas {Jlg- 21. 
p. 107) d'une poutre BA soumise à Faclion d'une charge unique P 
représentée {fig* 21) par la grandeur èc. 

Le polygone funiculaire de pôle O de la charge est formé par le 
contour B'CA'. 

Soit / le point d'inflexion qui est connu. Nous considérons 
d'abord le cas où la charge P est comprise entre ce point j et le 
point d'appui simple B. Soit J le point où la verticale de j coupe 
le contour B'CA'. La ligne de fermeture est B'Ja et le moment de 
flexion M en chaque point est proportionnel à l'ordonnée com- 
prise entre cette droite et le contour B'CxV. 

Par suite, le moment d'inertie I à donner à chaque section est 
lui-même proportionnel à cette ordonnée. 

Supposons à présent que la charge P, = Pr=rfec soit placée 
entre le point d'inflexion et l'appui encastré. Le contour B'CA 
sera remplacé par celui B'C| A', , le point J par le point J| ; de 
sorte que la ligne de fermeture B'J| a^ coïncide avec le côté BX| 
du polygone funiculaire. 

Il en résulte qu'entre les points B' et C|, c'est-à-dire entre 
l'appui simple et la charge, le moment de flexion est partout nul 
et qu'entre la charge et l'appui encastré il est proportionnel i* 
l'ordonnée du triangle Ci A', a^ \ par suite, le moment de flexion à 
donner à la poutre entre l'appui simple et la charge est nul, ce qui 
équivaut à dire que cette portion de poutre peut être supprimée. 

Ce résultat, au premier abord, semble singulier; mais il peul 
être énoncé sous la forme suivante, qui le rend parfaitement com- 
préhensible. Dans une poutre de hauteur constante, encastrée 
en une de ses extrémités, librement appuyée à l'autre et soumise 
à une charge unique placée à une distance du point d'encastremeni 

indre ou au plus égale à /( i 7^ ) ' ' étant la longueur de la 

poutre, il y a économie à ne pas utiliser l'appui simple, à ne con- 
struire que la partie de la poutre comprise entre la charge et li- 
point d'encastrement, en la traitant comme si elle était libre à son 
extrémité portant la charge. 



mon 
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Ce n'est que quand la charge est à plus de /( i ^ ] du point 



Fîg.2l. 




I ig. 21. 




(l'encastrement qu'il y a cconomie à construire la poutre tout 
entière en utilisant l'appui simple. 
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La même proposition s'applique à des poutres de hauteur va- 
riable, la consLante /( i r- ) seule changeant dans l'énoncé. 



§333. 

SOLIDE B'ÉËALE BÉSISTAHGE SOUS L'AGTIOH D'UNE CHARGE UHTOBHE. - 
Le moment de flexion M en un point dVbscIsse x sous Finfluence 
d'une charge quelconque est (§ 194), à une fonction linéaire près, 
le même que si la poutre portait sur deux appuis simples. 

l\ résulte de là que, pour une charge uniforme p, le moment de 
llexion M esl une fonction du second degré en x dont le terme en 

JF a pour coefficient — — • Or M doit s'annuler surTappui simple, 

soit pour X - o; de plus, si la poutre est d'égale résistance, celle 

fonction doit aussi s'annuler pour x = -p» 

/a 

Donc, dans une poutre d'égale résistance et de hauteur con- 
stante, sous une charge uniforme, le moment de flexion est donné 
par la formule 



(ai) 



'— ^(;^-')■ 



Et de là on déduit le moment d'inertie I à donner à chaque 
seclion par la formule 



Mi> 



= R. 



Dans une poutre de hauteur variable, le terme —=. aurait une 

valeur diïftVonle et connue, de sorte que la solution du problème 
serait non m oins simple. 
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CHAPITRE IV. 

POUTRE ENCASTRÉE A SES DEUX EXTRÉMITÉS. 

§ 334. 

TIÉOBâME roniMEITAL. — Si une poutre de section et d'élasti- 
cité constantes ou variables y soumise à des charges verticales 
quelconques, est encastrée à ses deux extrémités [supposées 
de niveau), et qu'en ses divers éléments dx on applique des 

forces fictives -wr- ' ces j or ces se font équilibre. 

En effet, soit AB une telle poutre; après la déformalion la 
fibre moyenne affectera {fig* 22, p. 109) la forme d'une courbe 
telle que ACB 

Fig. 33. 

tangente à la droite AB en A et B. Cette courbe élant (§ 315) une 

courbe funiculaire des charges fictives yydx, celles-ci peuvent 

(§§ 33 et 45 bis) être réduites à deux forces dirigées suivant les 
tangentes à la courbe en ses points extrêmes A et B; mais ces tan- 
gentes coïncident avec la droite horizontale AB; donc les deux 
résultantes seront elles-mêmes dirigées suivant cette droite et, 
comme elles proviennent de forces verticales, elles ne peuvent 
être qu'égales et de sens opposés, c'est-à-dire en équilibre. 



Remarque L — Les conditions d'équilibre d'un système de 
Ida 
£1 

Î^T X d.r 



forces parallèles -pp sont 






El 



= o, 
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exprimant que la somme de ces forces et la somme de leurs mo- 
ments par rapport à un plan sont nulles. Les intégrations se rap- 
portent à toute la longueur de la poutre. 

Ajoutons que ces conditions sont indépendantes du choix du 
plan par rapport auquel on prend les moments ; les équations ci- 
dessus subsistent donc sans changement si Ton change l'origine 
des coordonnées, ce qui se vérifie d'ailleurs immédiatement. 

Remarque IL — Si la poutre est d'élasticité constante, ce que 
nous supposons, ce sont les forces — j— qui doivent se faire équi- 
libre; si, déplus, elle est de section constante, en sorte que I soit 
constant, ce sont simplement les forces fictives M dx ayant, en 
chaque point, le moment de flexion relatif à ce point pour densité 
linéaire, qui doivent se faire équilibre. 

Dans ces deux cas, les équations (a) deviennent respectivement 

et 

(a") /M dx — o, /M j: dx = o. 

§ 335. 

DÉTEBMIIATIOH ftEAPHiaUE DES MOMENTS DE nXXIOH DAHS UNE POUTBB 
DE SECTION CONSTANTE. — Soit {fig, 23, p. lia) AB la poutre con- 
sidérée. 

Supposons-la soumise à un nombre quelconque de forces 1, 2, 
3, 4. Soit aoJJ'^o un polygone funiculaire de ces forces (le poly- 
gone des forces elles-mêmes n'est pas représenté) ayant une dis- 
lance polaire d qu'on prendra en rapport simple avec l'unité de 
longueur. 

Le moment de flexion [jl en un point quelconque P de la poutre, 
si elle était simplement appu^ ée à ses extrémités sans encastrement, 
serait (§ 191) zxd, z= ^Xq étant l'ordonnée verticale corres- 
pondante à ce point, comprise entre le polygone funiculaire et sa 
corde agbQ. 

Le moment de flexion vrai M est l'ordonnée ^a comprise entre 
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ce même polygone et une ligne de fermeture ab qu'il s'agit de dé- 
terminer. 

A cet effet, observons que cette ligne doit être telle que les 
forces fictives a^ dx^ comptées positivement de haut en bas à partir 
de la ligne, de fermeture et négativement en sens contraire, doivent 
être en équilibre, ou que les forces 

^«0 ^ — ût3io dx = zdx aao dx 

se fassent équilibre, ce qui équivaut à dire que la résultante des 
forces zdx proportionnelles aux ordonnées du polygone funicu- 
laire aoJJ' 60 soit égale et opposée à la résultante des forces oLca^dx 
proportionnelles aux ordonnées du trapèze a^b^ab, 

La résultante des premières forces est connue en grandeur, di- 
rection et sens. Elle passe par le centre de gravité de Taire du 
polygone funiculaire, que nous savons déterminer, et est égale à 
cette aire. 

Désignons par o- cette force ainsi connue. En ce qui touche les 
forces oLOLodx proportionnelles aux ordonnées du trapèze a^b^ab^ 
nous savons (§ 302) que si l'on mène l'une de ses diagonales, par 
exemple celle a^b^ de façon à le décomposer en deux triangles 
a^ab et a^bbQj on peut les remplacer par deux forces \ et a' 
égales aux aires de ces triangles et appliquées suivant les verticales 
g et g^ passant au tiers et aux deux tiers de la longueur delà travée. 

Donc le problème est ramené à ceci : Trouver les grandeurs \ 
et V de deux forces verticales dont les lignes d'action sont respec- 
tivement placées au tiers et aux deux tiers de la longueur de la 
travée et de façon qu'elles fassent équilibre à une force verticale 
donnée <t. 

Ce problème se résout comme celui du § 317. 

Si les intervalles qui séparent les forces 1, 2, 3, 4 appliquées à 

la poutre sont égaux entre eux et à -> on pourra simplement con- 
struire {Jig' 23, p. Il 3) le polygone des forces fictives {/Ig» 23) 
5, = 1', J52 = 2', Zs = 3', ^4 = 4' en oe, tracer un polygone fu- 
niculaire correspondant dont on arrêtera les côtés extrêmes aux 
verticales^ et g' en & et 5' {Jig* 23). On fermera ce polygone par 
la ligne 5'. 6' et un rayon Oco (/ig. 23) issu du pôle O parallèle à 
S'. 6' donnera les forces 6' = )w et 5' = V. 
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Comme au Chapitre précédent, on aura 

a^a — - X = |X, bob = - X' = IX , 



Fig. 23. 



— MiA 




en désignant par n (ici n= 5) le nombre de parties égales dans 

lesquelles les forces supposées équidistantes appliquées à la poutre 

la divisent. 

Si les forces ne sont pas équidistantes, on a, comme il est dit au 

§ 317, à faire une réduction de surfaces de triangles à une base 

commune pour parvenir au même résultat. On pourra prendre la 

demi-longueur de la travée pour base. En ce cas on aura direc- 

lement 

ao^z = X, b^b = X'. 
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Les deux points J et J' où la droite ab coupe le polygone funi- 
culaire sont ceux où les moments de flexion sont nuls et répondent 
aux points d'inflexion de la fibre moyenne. 

§ 336. 

CAS D'UNE CHARGE UHIfllUE. — Ce cas se traite exactement comme 
celui du § 318, sauf qu'au lieu de prendre {fig' 13, p. 87) la lon- 
gueur BH = DC sur la verticale du point d'appui, on prend 

Fig. a3. 
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g^W = DC sur la verticale du point g' placé au ^ de la longueur 
de la poutre à partir de l'une quelconque de ses extrémités ; puis 
on joint le point g placé au ^ à partir de l'autre extrémité, au point 
H' et, par le point y? où la verticale du centre de gravité du 
triangle A'B'C coupe la fibre moyenne, on mène y*' parallèle à 
gH' jusqu'à sa rencontre en i' avec la verticale du point ^, On 
prendra PJ a' =z g" H el B'fe' = i'H'; la ligne a'b' sera la ligne de 
fermeture. 

La démonstration est la même qu'au § 318. 



§ 337. 

CAS D'UHE GHABftE unrOBME. — Théorème. — Sur la perpendicu- 
laire élevée au milieu de la poutre {fig^ 1 5, p. 8q) portez une Ion- 
II. 8 
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gueur représentant, à V échelle des forces, le quart de la charge 

totale, soit ~; construisez la parabole ayant V extrémité de 

cette ligne pour sommet et passant par les deux appuis. Ce 

sera la courbe funiculaire de distance polaire - de la charge 

uniforme p. Aux\ de cette perpendiculaire, menez une ligne 
ab' parallèle à la fibre moyenne: ce sera la ligne de ferme- 
ture. 

Les produits des ordonnées de la parabole comptées depuis 
a' y et mesurées à V échelle des forces, par la demi-longueur de 
la travée, donnent les moments de flexion, 

La parabole ASB, où AS = y' ^^t bien la courbe funiculaire de 
dislance polaire - (§ 319). 

D'autre part, la ligne de fermeture a^b\ par raison de symétrie, 
est parallèle à AB. Les aires ASB et AB«'6' doivent donc être 

(égales pour que les forces M dx qui, au facteur - près, sont repré- 
sentées par les différences des ordonnées de la parabole et de la 
ligne de fermeture, se fassent équilibre, ce qui eitige que la hau- 
teur du rectangle soil les § de la flèche de la parabole. 

Corollaire. —^ Les abscisses des points d'inflexion sont faciles 
à calculer. En prenant CS pour a^edesj^', l'équation de la parabole 
est 

en appelant /= CS sa flèche. L'équation de la droite a^ b est 

y =■- 1/ 

Donc les abscisses dont il s'agit sont données par 

d'où 

__^ _/_ 
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§ 338. 

détebmuatioh ftBAPmauE des moments de nxnoH d'uhe poutbe a 

8£Gn01f TABIABLE. — Lorsque la poutre est de section variable, ce ne 

sont plus les forces fictives Mdx, mais celles — r— qui doivent se 

faire équilibre. On opère exactement comme pour la poutre de 
section constante, après avoir remplacé le polygone funiculaire 
{Jig^ 23, p. lia) par son amplifié (§ 314); les points g et g^ par 
ceux où lés verticales des centres de gravité des aires obtenues en 
amplifiant deux droites issues de A et B coupent la ligne AB, On 
<léterminera les grandeurs X et V de deux forces appliquées en g 
et g^ et équilibrant une force égale à l'aire du polygone funiculaire 
amplifié, appliquée suivant la verticale de son centre de gravité. 
Ces forces connues, comme on a 

\ = t X aoUy )/ — e' X b^b, 

les coefficients e et e' ayant les significations spécifiées au § 314, 
on trouve Les ordonnées a^a et bob qui permettent de tracer la 
ligne de fermeture. 

§339. 

EFFOBTS TBAIGHAHTS. — On les détermine suivant la règle rappelée 
au §321. 

§ 340. 

MÉTHODE AVALTTiaUE : a. Moments de flexion. — Si [jl est le mo- 
ment de flexion connu qui se produirait sous Finfluence d'une 
charge quelconque dans une section d'abscisse a:, si la poutre 
reposait sur ses appuis sans encastrement, le moment véritable M 
dans la même section est 

(2) M = |x-f- Aj'-'-B, 

A et B étant deux constantes qu'il s'agit de déterminer. Nous 
avons, pour cela (§ 334), les deux équations d'équilibre (a') des 

forces fictives y dx 

j jdx^o, j —dx^o, 

les intégrales étant à prendre pour toute la longueur de la poutre. 



(3) 
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En remplaçant M par sa valeur ci-dessus, 

où les intégrales sont à effectuer : 

1® Si Ton prend l'origine des coordonnées à une extrémité de 
la poutre, dej: = oàj: = /, / étant la longueur de la poutre; 
2® Si l'on prend l'origine au milieu de la poutre, de ^ = à 

Si la poutre est de section symétrique par rapport à son milieu 
et qu'on prenne ce point pour origine, il est clair que 






I 



d'où 



(3 bis) 



rr. 



dx 



J i I 



[ixdx 



B= — 



/ 
'^dx 



A= — 



nda 



.r^ 



dx 



Si en outre, la charge e.«t symétrique, on aura 



et 



(3 ter) 



r * U.X dx 



2 

d'où 

A = o, 



B=. 






dx 



t 
'^dx 
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Si la section est uniforme, les formules (3 bis) sont applicables 



et deviennent 



i'ybis) B = — j/ [Ldx, A=— -^ / [Lx 



dx 
t 



et 



(4) M = [x— -^J ^ iLxdx-'jJ ^ [Xfltr. 

Si l'origine est à l'extrémité gauche de la pièce, les équations (3) 
appliquées à une pièce de section uniforme deviennent 

\Ldx-\- X— Bl = o, j [LX dx ^ A -^ -{- B — = Oj 

a. Charge nniforme. — En prenant le milieu de la poutre pour 
origine 



■^0 

d'où 



et 



(6) 


-1(7-4 


On a évidemment 


/ 




/ [Lx dx = o 



et 



ï 

La formule (4) donne donc 

2 V 4 / 12 

OU 

"> «=f(n-4 



n 
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Le moment maximum positif est au milieu de la poutre et a pour 

valeur ^• 
24 

Il est le J- seulement de ce qu'il serait pour une poutre non en- 
castrée. Le maximum négatif le plus grand a lieu aux points d'appui 

pour :r = -et sa valeur est— > double de ce qu'elle est au milieu. 
Les points d'inflexion ont pour abscisses x = ± — p > ainsi que 

2y 3 

nous l'avons trouvé (§ 337). 

p. Charge isolée. — Prenons l'origine à l'extrémité gauche. On 
aura (§ 193) : 

1** Pour les points placés à gauche de la charge, c'est-à-dire ceux 
dont l'abscisse x est moindre que l'abscisse a de la charge, ou 
pour a: < a, 



|X=P 



/ — a 



■^; 



2'^ Pour x> a, 



^= T—' 



On a à appliquer la formule (5). Or 

1 



c'est-à-dire 



Jo \2 / 12^ ^ 12 



(8) 



De même 



=?[<'-<Kî-î)--X'<'-"G-r)-] 



= £fi(aî — a/a -+-/)= —(/-a)«; 
12 ^ ' 12 ^ ^ 
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d'où: 



1® Pour j;<a, 



M= ^^^3 '^ /'-^«(/-2a)]:r~g^(/~a)« 



ou 

(9) M=^ii=^'[(/-H2a):r-/al; 

2** Pour 0? >• a, 

ou 

(9') M=^[(3/-aa)(/-:r)-/(/~a)]. 

Le moment de flexion sous la charge, soit pour x = ol^ est 



(10) Ma == 



/» 



Pour a = - > c'est-à-dire quand la charge est au milieu , les 

valeurs de M sont symétriques par rapport au milieu et Ton a, pour 
la première moitié, 

^ Px PI P., ^ . 

Le point d'inflexion est au quart de la longueur de la poutre. 

y. Charges quelconques. — Pour des charges isolées en nombre 
quelconque, on a, en prenant toujours Tappui de gauche pour ori- 
gine (§ 193), 

X 

D'ailleurs les formules (8) donnent évidemment 

i i 

J^ ^(^i^x^dx=.-I^^Po:(l-a){l^'Aa), 



X''-(j-î)'^=nÉ-<'-'-' 






I 

\ 



.: ] 
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et la formule (5) 



Pour des charges continues, il suffit de faire P =/>rfa, p étant 
une fonction donnée de ol, et de remplacer les sommes par des 
intégrales, ce qui donne 

M = — j — / poidoL-^- j f p{l—oL)dx 

-+- ^j P'i{l—^)(l — i^)d7. — ^J pfi{l — oL)dz. 

(6) Efforts tranchants et réactions des appuis. — La formule géné- 
rale 

dM 



donne : 



'^— ^ 



i" Dans le cas de charges en nombre quelconque, par la for- 
mule (i i), 



(la) 



X L J 



2° Dans le cas d'une charge isolée, par les formules (9) et (9') : 

a. Pour ;r < a, 

(.3) ^^_ P(/-a)V+.a) . 

b. Pour X > a, 

, ,, rr Pa[/«-(/-.«)(/-2a)] P««(3/-2a) . 

04) A = jz = jr-- — * 

3** Dans le cas d'une charge uniforme, par la formule (10), en 
prenant l'origine au milieu de la poutre, 

(14 6w) T=/>ar. 

Les valeurs de T aux extrémités de la poutre fournissent les 
réactions des appuis. 
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§341. 

urnes D'INFLUENCE BELATIYES AUX MOMENTS DE FLEXION. — Si Ton 
suppose une charge unique P=i parcourant la poutre AB et 
qu'en son point d'application d^abscisse a on porte {Jig. 24» 
p. 122) en ordonnée le moment M =y qu'il produit alors sur une 
section déterminée d'abscisse x, on aura ; 

I® Pour a< j?, 



a' 



s 



7=7^[(3/-2a)(/-:r)-/(/-a)]; 
2*» Pour a > J7, 

Si l'on regarde, dans ces équations, a et^ comme les coordon- 
nées courantes et x comme un paramètre constant, la première 
représente la partie de la courbe d'influence relative à la section x, 
placée à gauche de cette section et la seconde, la portion placée à 
sa droite. Il est évident qu'ici, pour des sections symétriques rela- 
tivement au milieu, les lignes d'influence sont symétriques, et il 
suffit d'étudier celles relatives aux valeurs de x comprises entre o 

eti- 

Nous avons tracé ci-après les courbes d'influence I, II, III, IV 
répondant respectivement aux abscisses x = o (appui de gauche), 
/ / / 

X= 7> X = r> X = -• 

Sauf celle I, elles sont toutes tangentes à AB aux deux extré- 
mités. Celle I n'est tangente à AB qu'en B (*). 

La branche droite pour la courbe II présente un minimum 
analytique, dont la valeur absolue peut être tantôt plus petite, 
tantôt plus grande que celle de l'ordonnée répondant à la section 
même à laquelle se rapporte la courbe d'influence. 

En d'autres termes, dans certaines sections, un mobile isolé 
parcourant la poutre produit le moment de flexion le plus grand 



( ^ ) Voir, pour le tracé graphique, la Note I. 
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possible quand il passe dans la section ; pour d^autres, il n'en est 
pas ainsi. Les équations générales i*' et 2^ permettent de trouver 
lés sections qui se trouvent dans un cas ou dans Tautre. 



Fig. a4- 




i y=- 






1 j l 4 , 

I. x=o\a — -zyy max = — /, 
' 3 "^ 27 

2 3 

inflexion a — -s '.y = — '; 

3 "^ 27 



*<3' -^^ 
III. x=5^a>5, r = 



'?('-?> 

(/-«V 



3/« 



2 "^ 2/ 



II. ar= T 



ja>7> X = 



* = V ^'^ 



(/ — a)M a\ IV. a? = -<a>- branche symétrique, 



2/> 



8x 16 



'; 



« = -r,= 8- 



( Echelle des ordonnées quadruple de celle des abscisses. ) 

La figure, d'ailleurs, montre une ligne d'influence poinlillée 
relative à une section a très voisine de Tappui qui se trouve dans 
le dernier cas. 
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Appelons j^j. Tordonnée ou moment de flexion produit dans une 
section d^ abscisses? quand le mobile y passe, soit pour a = j;. On a 

1x^(1 — a?) 

("=>> rx= -p '■ 

D'autre part, l'équation de la branche de droite de la courbe 
relative à une section x est 

L'ordonnée maxima a lieu pour -^ == o ou, en supprimant le 
facteur (/ — a), 

— 2 [(/-+- aa)j? — /«]-!-( aa? — a)(/ — a; = o; 
d'où 

^'^> «--3(7^r^)' ^"'= 3(/-2x) 

et, pour la valeur minima de y^ 

('7> ^- = " 27(/-2:r)^ ' 

Pour les valeurs de x pour lesquelles j^^ > — ^m» le moment le 
plus grand, en valeur absolue, se produit quand le mobile passe 
dans la section; pour les autres, quand il passe au point défini 
par l'équation (i6) et le moment de flexion est fourni alors par 
l'équation (17). 

L'équation j^^ = — y m donne la valeur de x pour laquelle ces 
deux grandeurs sont égales. On trouve environ :c ^ o, 17/; donc, 
si un mobile de poids P parcourt une poutre encastrée à ses deux 
extrémités : 

h® Pour les sections dont l'abscisse x comptée d'un appui, de 
celui de gauche par exemple, est comprise entre a; = o et 
^ = 0,17/, le moment maximum en valeur absolue a lieu non 
quand le mobile passe dans la section, mais lorsque son abscisse est 

(iB) %=—Jl ; 

^ ^ 3(/ — 227)' 
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ce moment est négatif et a pour valeur 

/ .^ lit 4P (/-3a:)» . 

(«9) ^i = 71 ^; 

2? Pour les valeurs de x comprises entre 

X =z o^\yl et ar=J/ = o,5o/, 

le moment maximum a lieu pour a = x, quand le mobile passe 
dans la section, et sa valeur est 

(•10) M= ^^5 '-', 

3° Pour la seconde moitié de la poutre, les choses se passent 
symétriquement. 

C'est d'après les expressions (19) et (20) qu'on devrait déter- 
miner le moment d'inertie des diverses sections d'une pareille 
poutre parcourue par un mobile unique, après y avoir ajouté le 
moment de flexion dû à la charge permanente. 

§ 342. 

LIfiHES D'IHFLUEIIGE BELATIVES AUX EFFORTS TRAHGURS. ~ Si ToQ 

appelle^ l'cfTort tranchant produit dans une section d'abscisse x, 
par un mobile de poids P = i au moment où son abscisse est a, 
d'après les formules (i3) et(i4) : 

1" De ar= o à a = j:, 

2° De a = X à a = /, 

, ... (/-a)«(/4-2a) 
{iibis) 7= j^ 

Traçons ces deux courbes (dans les équations desquelles n'entre 
pas, comme on le voit, le paramètre x relatif à la section que l'on 
considère) dans toute l'étendue de la poutre. 

La première passe par l'origine A, coupe la verticale de l'appui 
B (a = /) en un point dont l'ordonnée est j>' = 1 et a sa tangente 
horizontale en ce point; la seconde passe par l'appui B, y a sa 
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tangente horizontale et coupe la verticale de l'appui A (a = o) en 
un point dont Tordonnée est^ = — i . 

Fig. a5. 




Prenons (yî^. aS, p. 1 25) les ordonnées AA' = BB'. Achevons 
le parallélogramme AA'BB'. La verticale du milieu de la poutre 
coupe les côtés AB' et A'B en C et C. Les courbes cherchées 
passent par ces deux points et y présentent une inflexion. 

Ces courbes tracées, la ligne d'influence relative à une section 
quelconque X qui les coupe en X' et X" est formée par les arcs 
ACX et X"B. 

§343. 

DiTERMDrATIOH APPROCHÉE DU SOUDE D'ÉfiALE BÉ8I8TAIGE LORSOU'IL T A 
DBS CHARSES FDOSS ET MOBILES. — La marche à suivre est exactement 
la même que celle indiquée au § 329. 



§344. 

StlERHIIATIOir BIftOUREUSE DU SOLIDE D'ÉSALE RÉSISTAIGE LORSOU'IL 
IT A PAS DE GIARSES MOBILES. — Lorsqu'une poutre ne porte qu'une 
charge permanente ou lorsque l'on remplace les charges mobiles 
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qu'elle peut recevoir par une surcharge fixe, quelle qu'elle soit, 
alors on peut trouver très simplement et rigoureusement la forme 
correspondante du solide d'égale résistance à Taide du théorème 
suivant : 

Théorème. — La position des points d'inflexion de la fibre 
moyenne dans une poutre encastrée à ses deux extrémités, de 
hauteur constante ou variable et d'égale résistance sous une 
charge donnée, quelle qu'elle soit, est indépendante de la nature 
de cette charge. 

Si la poutre est de hauteur constante, les deux points d'in- 
flexion sont au quart de la longueur de la travée à partir de 
chaque appui. 

Dans une poutre encastrée à ses deux extrémités, des forces 
fictives -rdx distribuées le long de la poutre doivent se faire équi- 
libre. D'autre part, si la poutre est d'égale résistance et si, dans 
une section quelconque, on appelle v la valeur absolue de la dis- 
tance entre la fibre moyenne et la fibre qui en est le plus éloignée, 
on doit avoir : 



i« SiM>o, 




(9.2) 


1 ~ * 


2° Si M < o, 





en désignant par R, R' deux coefficients pratiques que, pour 
plus de généralité, nous supposons différents, ce qui suppose 
qu'on admet des résistances différentes à la compression et à l'ex- 
tension. Dans la pratique, on prend toujours R = R'(uoirNotel, 
t . I). Ceci étant, c'est aux points d'inflexion que M change de signe. 
Il y a, au plus, dans une travée, deux points d'inflexion; car les 
points d'inflexion ne peuvent se trouver qu'à l'intersection de la 
ligne de fermeture ab {fig* 23, p. 112) avec le polygone funicu- 
laire aoJJ'^o- Celui-ci présente sa concavité vers le haut, parce 
que les charges données sont toutes descendantes; par suite, il ne 
peut être rencontré par une droite en plus de deux points. 
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Dans une poutre encastrée à ses deux extrémités, il est évi- 
dent, d'après la forme même (^fig- a6, p. 127) que prend la fibre 
moyenne déformée, que ces deux points existent. Désignons-les 
par y ety'. De A en y, le moment M conserve un signe constant; 
dey en y', il a un signe différent et de f en B il a le même signe 
que de A en /. Donc, dans les parties Ay ety'B, on doit appliquer 

M 
des forces dont la grandeur est la valeur absolue -rdx et toutes 

de même sens, par exemple descendantes, et dans la partie /y', 

des forces dont la grandeur est aussi la valeur absolue de -^dx et 







Fig 


. a6. 








' 


RWJ' 




rn^nk J 




* 


J' Bm 


??j^ *^ 


""^--^^ 





^^'\ 


mm 


RxJA 


. 






' 


RxBJ' 



dirigées en sens contraire, et l'ensemble de ces forces sera en 
équilibre. En vertu des deux dernières équations, si la poutre est 
d'égale résistance, cela revient à appliquer : 

1** Le long des segments Ay et y'B des forces descendantes R — ; 

2** Le long du segment moyen jf des forces ascendantes R' — > 
où V est une fonction donnée de x d'après la forme de la poutre. 

L'équilibre de ces forces donne, en désignant par a et a' les ab- 
scisses Ay et Ay' des points d'inflexion. 



(23) 



("(/t -m -'X'? 



dx 

— j 



OÙ Ton peut effectuer les quadratures, puisque v est donné. On 
aura donc les deux équations qui servent à déterminer les valeurs 
de a et a et ces valeurs sont bien indépendantes de la charge. 
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i^ Supposons la poutre de hauteur constante et soit O le milieu 
dejf. La résultante des forces égales appliquées le long de jf 
sera appliquée en O et égale à R x jf. De même les forces appli- 
quées le long de Ay et Bf ont des résultantes appliquées aux mi- 
lieux de ces longueurs et égales à R' x Ay et R' x By'. Pour que 
ces trois forces se fassent équilibre, il faut d^abord que la somme 
de leurs moments par rapport à O soit nulle. Cette condition sera 
remplie si Ay = By', quelle que soit la valeur commune de ces 
deux longueurs. 

11 faut ensuite que la force ascendante soit égale à la somme des 
deux forces descendantes ou 



d'où 



2R X Ay = R' xj/ = R'(/— 2Ay), 



Ay = B/ = 



IV 



tJ: 



2(R-h R') 
et, dans le cas usuel où R = R', on a 

2** Si la poutre, sans être de hauteur constante, est symétrique 
(yî^. 27, p. 1 28), on devra encore avoir Ay = By', ce qui satisfera 

Fig. 37. 




a Téquation des moments par rapport au milieu O de la poutre. 
Si alors on construit {Jig. 27) une courbe ab ajant pour or- 
données les inverses - des longueurs données ç, on devra diviser 
l'aire de cette courbe, de façon que 

Xaij-hBbi'j'=jii'f 
ou, à cause de la sjmétrie, de façon que 

Aaij ^ Ooij — Jf 
S étant l'aire totale de la courbe. 
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Par quelques tâtonnements, il sera aisé de placer l'ordonnée ij 

S 
de façon que l'aire Kaij ait la valeur donnée -j • Cette dernière 

pourra être obtenue, soit à l'aide du planimètre polaire d'Amsler, 
soit par les méthodes connues de quadrature approchée (voer aussi 
Note II à la fin du Volume). 

Ayant les points d'inflexion de la poutre de hauteur constante 
ou variable, il est facile de détermiaer les dimensions transver- 
sales à lui donner pour qu'elle soit rigoureusement d'égale rési- 
stance sous l'action d'une charge déterminée, quelle qu'elle soit. 
On trace {fig* aS, p. ii8) le polygone funiculaire a^b^ relatif à 
cette charge dans l'hypothèse où la poutre reposerait sur appuis 
simples. On mène, si elle est de hauteur constante, des verticales 
à des distances égales au quart de la portée à partir de chaque 
appui; si elle est de hauteur variable, on mène les verticales ré- 
pondant aux points trouvés pour les points d'inflexion. 

Ces verticales couperont le polygone funiculaire en deux 
points J et J'; on mènera la droite JJ', et les ordonnées comprises 
entre cette droite et le polygone funiculaire donneront les moments 
de flexion M en chaque point. Les équations (22) donneront 

ensuite les valeurs de - et par suite celles des moments d'inertie. 



§343. 

SOLIDE D'ÉGALE BÉSISTAIGE, DE HAUTEUR COHSTAHTE, SOUS L'AGTIOH 
O'UHE CHARGE UHIFOBHE. GAS PARADOXAL. — Soit AB {fig. 28, p. i3o) 
une poutre de hauteur constante soumise à une charge unique 
appliquée en C et dont la grandeur soit oe {fig- 28). Le polygone 
funiculaire de pôle O est A'C'B'. Les points d'inflexion sont en y 

elf en prenant Ay = By'= 7» 

Si le point d'application C est entre les points / et y', les verti- 
cales de ces points coupent les côtés A'C et C'B' du polygone fu- 
niculaire respectivement en J et i! . 

Joignons ces deux points : nous obtenons la droite de ferme- 
ture ab\ les ordonnées du contour A'C'B' comptées depuis ab 
sont proportionnelles aux moments de flexion et, par suite, aux 
moments d'inertie à donner aux diverses sections de la poutre. 

II. 9 



i3o 
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Si le point d'application C se trouve en C| dans Tun des quarts 
extrêmes de la poutre, le polygone funiculaire est A'C, B". Les 
points J et J' se trouvent en J| et J^ tous deux sur le côté C\W: 
c'est donc ce côté lui-même prolongé jusqu'en a^, sur la vei^ 
ticale du point d'appui A, qui constitue la ligne de fermeture. 



Fig. 28. 



.B- 



Fig. 28. 





Il en résulte que le moment de flexion est nul entre le point 
d'application C| de la charge et l'appui B le plus éloigné de ce 
point. 

Toute cette partie de la poutre peut donc être supprimée au 
point de vue des moments de flexion et, dans la partie restante AC^ 
le moment de flexion est formé par l'ordonnée du triangle A'C'^ fli- 

Cela prouve, ainsi que nous l'avons déjà expliqué au § 332, que 
dans une poutre de hauteur constante, encastrée à ses deux extré- 
mités et soumise à une charge unique, lorsque la charge est éloi- 
gnée de plus des trois quarts de la longueub de la poutre de l'un 
des appuis, il y a, théoriquement, économie à ne pas utiliser cet 
appui. 

Un résultat analogue existe aussi pour des poutres de hauteur 
variable. 
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§ 346. 

80LIBE D'ËfiALE BÉ8I8TJUIGS POUR UllE CIARfiE UIIFOBIIE. — Si l'on 
prend le milieu de la poutre pour origine des coordonnées, et 
qu'on désigne par ± X les abscisses des deux points d'inflexion, 
lesquels, par raison de symétrie, sont à égale distance du milieu, 
le moment de flexion a pour expression 

•2 

Que la hauteur de la poutre soit constante ou variable, on sait 
déterminer d'avance (§ 326) les points d'inflexion de la poutre si 
elle est d'égale résistance, c'est-à-dire qu'on connaît X. 

En particulier, si elle est de hauteur constante, ces points sont 
au quart et aux trois quarts de la portée /. 

Donc, dans ce cas X= -, et l'équation 

-f(^'■) 

fournit le moment de flexion et, par suite, le moment d'inertie à 
donner à chaque section. 
Pour x = Oy 

l 
pour X = -9 

32 

# 

Au milieu de la poutre, le moment de flexion est les | et aux 
extrémités les | de ce qu'il serait dans la poutre de section con- 
stante. 
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CHAPIIM 

§ 3^7. — BÉSUIIÉ DES FOBMDLES ISS nUS IHa 



NATCaC 


p* par in*tr«. 


de la charf e. 


iiiiiiiiiiiii[iiiii!iiiiiii:iiiii. 








Réact. de l'appui de gauche (') 



Réact. de l'appui de droite (') 



Moment de flexion au point^ 
d'abscisse ar (») 



Effort tranchant (^) . 



Moment maximum. (II se pro- 
duit au point T = o.) 



Ro = -/>' 



R. = -/>' 



M = -px{l — x) 



a. Poiitrs isS 



/- 



Pour X <.'kf 
Pour x'>\ 



{t-: 



M'-i) 



Mr^R,(/ — ar)-p 



Pour X <C X, 

T — çjc — R, 
Pour X :-\f 



M max = ^ 

o 



M max = 



Rî 



„ Rî 

M max = — 



•P 



( *) Comptée!» posilivemml de bas en haat. 
(>) Compté positivement de gaucbe à droite. 
(■) Cunipté pottiltToment-de haut en bas. 
*) X9 est nécessairement l'abscisse ai de Inae des forces; par suite, poar une charge unique «Tabscls» 2, e« 1 ~ ^ 
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iï bis. 

lELiTIVES AUX POUTBES A UllE TRAVtS DE 8EGTI0H C0H8TAHTE. 



P' par 



f 



SES 



K-..-Ï 



X 

'A 



'31 



l ïTl^'^i.i ' 






Pi Pi Pi P« 



m 



fé-NH 



a,— > 
a, -> 



appuis simples. 



R,=/>X 



l — x 



i' Pour a: < a » 

2" 2 <x<a-h-> 



Ro = i•(2A-^-/'.) 



^^--^(Po-^-'P.) 



M = n,a;-~i'ip,-hp) 






-«) 


«-f-i^' 





3•a:>a-^-, | -4-/?« ( 2 / — a: )] ' 



M = K,x-^P(x-a) 



M = R.x 



■j 



,T^ 






3« X > a -+- ; 
T-=— R. 



Ro-hVp 





M.ax = R,(g-^a-J) 



Jm max = R,:r„ -V P(:r„ - a) 

/[où x^ est la valeur de x pour 
^ laquelle T change de signe (•)] 
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NATURE 
de U charge 



p* par m*lre. 



liiimiiiiir Mi iiiiiiiii:^ 



9* par maire . 

r i M r iM;i t p P'per 



raètrc. 



i^ — X X- 1-\ ^ 



6. Poutre encastréi^ 



Moment de flexion sur l'appui | 
gauche \ 

Moment de flexion sur l'appui^ 
droit i 



Réact. de l'appui de gauche . . 

i 

Réact. de l'appui de droite . . . ' 

Moment de flexion au point} 
d'abscisse x S 

Effort tranchant 



la 



• la 



R,->' 



M 



R. = \pi 

pi* px(f' X) 



Maximum positif du moment, 
de flexion. ( Il a lieu au pointr 
T = o; le maximum négatifl 
a lieu sur l'un des appuis.).) 



-H'-O 



pi* 
Mmax = -r 



c. Poutre appuyée à un bout x = l, encastrée 

Moment de flexion au poiot/ 

X = * 



Réactions des appuis 



x = /./ 



Moment de flexion en un poiot^ 
quelconque 

Effort tranchant 



Moment maximum positif.. 



(M ^oirobder ration (4), p. Ma. 
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p* p«r aètrv. 

, llilillilJIIILIIIl] / 

ï 1 ^ 




/» = P»-^{Pt- p») y 



: deux bouts. 



m boni X - o et portant une charge uniforme. 
R. = Ipl 

O 

T=p(.-|/) 



Pt Pi Pi P/l 

U— a,— > 



/ 





/ 

m,=-IVp«M'-«) 



/ 



R. = 7Vp 



X 

M = M„-4- R„x -^ P (:r - a) 



X 

T = -R,+^P 



\ 

fx^ étant la valeur de x pour 

\ laquelle T change de signe (') 
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CHAPITRE V. 

POUTRES DROITES CONTINUES. PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX 
POUTRES A SECTION CONSTANTE OU VARIABLE, A APPUIS DE NI- 
VEAU OU NON, AVEC OU SANS ENCASTREMENT. 

§ 348. 

0B4ET DU PROBLËML — On considère une poutre, c^est-à-dire une 
pièce dont la fibre moyenne est naturellement droite. On la pose 
sur un nombre /i + i d^appuis 

A-o» A.|, Aj, .*•) An, 

pouvant être, ou non, encastrés; puis on charge la poutre par des 
charges verticales situées dans le plan de symétrie passant par sa 
fibre moyenne, de façon à la faire porter sur tous ses appuis. S'ils 
sont tous de niveau, elle portera d'elle-même, avant tout charge- 
ment, la fibre moyenne ayant sa forme rectiligne. Si la poutre 
vient ensuite à être chargée, elle changera de forme, mais sans 
que les points posés sur les appuis se déplacent verticalement. 

Dans ces conditions, le problème à résoudre est celui-ci : déter- 
miner les moments de flexion, efforts tranchants et réactions 
des appuis d'aune poutre soumise à des charges données, sous la 
condition que n-^i de ses points ne subissent pas de déplace- 
ments élastiques dans le sens vertical. 

Si les appuis ne sont pas de niveau, la poutre, dans son étal 
naturel, ne pourra porter que sur un seul appui s'il est encastré 
ou sur deux appuis s'ils sont simples. Si on la charge de façon 
qu'elle vienne à porter sur tous les appuis, les abaissements verti- 
caux (positifs ou négatifs) des points situés au droit des appuis 
sont connus, puisqu'on se donne le nivellement des appuis. 

Le problème se pose alors ainsi : Trouver les moments de 
flexion, efforts tranchants et réactions des appuis d'une poutre 
soumise à des charges données, sous la condition que n-hi de 
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ses points subissent des déplacements élastiques donnés. Le 
problème ainsi posé comprend le précédent comme cas particu- 
lier. 

Comme nous supposons les déplacements élastiques très petits, 
il faut, pour que la théorie qui va suivre s'applique, que les diffé- 
rences de niveau des appuis soient elles-mêmes très faibles (de 
même ordre de grandeur que les déplacements élastiques). C'est 
ce que nous supposerons. Il en résulte qu^aux quantités près 
qu^on néglige, la longueur d^une travée, c'est-à-dire la distance 
entre deux appuis, tels que Aq, A< , peut être confondue avec sa 
projection horizontale. 

Fig. 29. 



A» 






^ ^ *. * ^ 



Dans la pratique, on cherche toujours à placer tous les appuis 
exactement de niveau ; mais, par suite des imperfections dans la 
pose des couronnements des supports, des erreurs de nivellement, 
des tassements, etc., il se produit de petites dénivellations dont 
il importe qu'on sache étudier l'influence; car ces dénivellations, 
lorsqu'elles atteignent réellement des grandeurs de même ordre 
que les déplacements élastiques, modifient complètement la ré- 
partition des tensions et pressions à l'intérieur de la poutre, et 
c'est là une grave objection contre l'emploi des poutres continues, 
que bien des ingénieurs cherchent à éviter pour ce motif. Mais les 
économies qu'elles procurent dans beaucoup de cas, les portées 
plus grandes qu'elles permettent d'atteindre et surtout les facilités 
qu'elles présentent pour le lancement ou la mise en place des ou- 
vrages sont des avantages tels, que les proscrire d'une manière 
absolue serait une faute. D'ailleurs leur étude peut être aujour- 
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d'hui faite d'une façon si complète qu'il est possible de les em- 
ployer sans imprudence. 

Une fois qu'on saura résoudre le problème consistant à déter- 
miner les forces élastiques résultant de charges données, il restera 
à rechercher, parmi les charges qui pourront se produire, celles 
qui, en chaque point de la poutre, produisent |les moments de 
flexion ou efforts tranchants maxima, et c'est d'après leurs valeurs 
qu'on déterminera les dimensions de chaque section. 

§ 319. 

CAS WI PEUYEHT SE PBÉ8EIITEB. — Les appuis peuvent être encastrés 
ou non; mais, si un appui intermédiaire est encastré, c'est-à-dire 
si la section de la poutre placée au droit de cet appui est censée 
conserver une position rigoureusement invariable, il est clair qu'on 
pourra supprimer toute la portion de la poutre située d'un côté 
quelconque de cette section, sans que celle située de l'autre côté 
en soit affectée. 

L'appui encastré devient ainsi un des deux, appuis extrêmes 
de chacune des deux portions de la poutre, portions que l'on peut, 
par suite, étudier séparément et indépendamment l'une de l'autre. 
[1 résulte de là qu'on peut, sans diminuer la généralité du problème 
posé, admettre que tous les appuis intermédiaires sont simples et 
ne considérer ainsi que trois cas, suivant que les appuis extrêmes 
sont eux-mêmes simples, ou que l'un des deux ou les deux sont 
<»ncastrés. 

§350. 

GOmramOH sur L'ORiamE des COOBDOiniâSS. — Dans l'étude d'une 
travée quelconque, nous prendrons toujours pour origine des 
coordonnées l'appui gauche de cette travée. 

§3ol. 

THÉOBÎME FOHDIMENTAL. — Si, dans une poutre continue quel- 
conque, on considère deux travées consécutives de longueurs U 
et li_^i limitées {fig- 3o, p. iSg) par les trois appuis consécutifs 
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A,_i, Ai, A/^4 ; si le long de la première on applique des forces 

fictives y-pTj- et le long de la seconde des forces fictives -, — -^a 

qu!on fasse la somme des moments de chacun des deux 
systèmes de forces ainsi obtenues, par rapport à l'appui non 
commun de la travée qui lui correspond, c'est-à-dire la somme 
des moments des premières forces par rapport à l'appui A|_i 
et la somme des moments des dernières par rapport à r ap- 
pui Ai^r- 

1° Si les trois appuis sont de niveau, les deux sommes 
obtenues sont égales; 

2° Dans le cas contraire, l'excès de la seconde sur la première 
est égal à V angle aigu positif ou négatif dont il faut faire 
tourner la droite A/., A/ autour du point Ai pour l'amener sur 
celle Ai Ai^^. 

Soient 

A,'_,, Ai, A/^i trois appuis consécutifs d'une poutre continue 

quelconque ; 
//, /|+i les longueurs des travées A|_4 A/ et A/A/^.! ; 
V/_4,^i, ^/_|.4 les distances données des appuis à un plan horizontal 

supérieur, à partir duquel nous comptons les ordonnées^ de la 

fibre moyenne fléchie. 



Soient T/_4 A/T/^., à la tangente cette courbe au droit de l'appui 
intermédiaire A/; to/ Fangle positif ou négatif dont a tourné la 
section A/ de la poutre, angle très petit qui peut être confondu 
avec sa tangente. 

Cette section, primitivement verticale, est, après la flexion, 
perpendiculaire à la tangente T/_< A,T,+< . Elle a donc, d'après la 
disposition de la figure, tourné de droite à gauche ou dans le sens 
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des rotations négatives; l'angle co/ est donc ici négatif et sa valeur 
absolue est — w,-. 

Si donc on mène l'horizontale a,_i A^ai^., passant par l'appui 
A.|, on aura 

— a>/= l/_f.iA/a,_f.i= — y 

OU 

T/^i A/4.1 yi-hi —yi 

Mais la fibre moyenne déformée est, dans chaque travée 
(§ 31S), une courbe funiculaire de distance polaire unité, de 

charges fictives —^r- réparties dans cette travée. 

Donc, en vertu d'une propriété des courbes funiculaires (§292, 
Rem, II) le segment T|4.|A,-^| compris entre le point A/^, delà 
courbe et sa tangente en A, est la somme des moments, relative- 
ment au premier de ces deux points, des charges fictives comprise^ 
entre les deux points, en sorte que 



T/4-lA/4_, = — / 

et, par suite, 



^^^'M(lM — x)dx 



^* 



'-• M(//4.i-3r) 7/4.1 -n 



ou 



(^> -'=ïhl 



"-'mi,..-^)a,^yi±LzZi. 



El 
On trouverait, en raisonnant de même sur la travée Aj_i A,. 

et de la comparaison de ces deux équations résulte 
qui est l'expression du théorème énoncé. 
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Si la poutre est d'élasticité constante, le coefficient E sort des 
signes d'intégration. 
Si elle est en même temps de section constante, 



li 

xdar 



(C) 



1 * CTi'"''""'"-'""-='('^- * -(i^)'" 



de sorte que, si les appuis sont, en outre, de niveau, le coefficient 
d'élasticité et le moment d'inertie disparaissent de Téquation. 

Remarque, — Si la poutre est de section et d'élasticité con- 
stantes et si, de plus, les appuis sont de niveau, on peut, dans 

l'énoncé de la partie i** du théorème, remplacer les forces -r^^y 
j — p|> respectivement par celles jMdx, j — Mdx, 

§ 352. 

AFPUGATIOH A UlE TEAVÉE DE BIVE EHGASTILÉE. — Théorème. — 
Si une poutre quelconque de section constante ou variable, à 
appuis de niveau ou non, est encastrée à l'une de ses extrémités 
{l'autre extrémité étant d'ailleurs encastrée ou non), il existe, 
dans la travée de rive encastrée, un point tel que le moment 
de flexion, sous V influence d'une charge quelconque, y est le 
même que si cette travée était détachée du reste de la poutre, 
de sorte que ce moment peut être déterminé graphiquement 
ou analytiquement comme s'il s'agissait d'une travée unique 
encastrée à un bout et librement appuyée à l'autre. 

Si la poutre est de section constante, le point qui jouit de 
cette propriété est au tiers de la travée à partir de son extré- 
mité encastrée. 

Si la poutre est de section variable, ce point est à V inter- 
section de la fibre moyenne avec la verticale du centre de gra- 
vité d'un triangle amplifié (§ 314) formé par une droite issue 
de l'appui non encastré, de sorte quen tous les cas il occupe 
une position indépendante des charges et dépendant unique- 
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ment des dimensions de la travée de rive considérée et non des 
autres tra^'ées» 

Considérons (Jig- 3i) une travée extrême BA ^ /, par exemple, 
celle de droite, encastrée à son extrémité A. Soient respectivement 
Ko et j^< les cotes d'altitude des appuis B et A. 



Fip. 3i 



I 

I 



T 



La rotation Wi de A étant nulle, l'équation (A) du paragraphe 
précédent donne, en supprimant le facteur j, 

(1) / -xfçdx y^-y^ 
et, si les deux appuis B et A sont de niveau, 

(2) / -r^dx-.O, 

Soit [JL le moment de flexion qui se produirait sous rinfluence 
des charges, quelles qu'elles soient, agissant sur AB, si cette 
travée existait seule, posée sur appuis simples en ses extrémités. 
On aura 

(3) M r^ jx^Aar-^B, 

A et B étant deux constantes arbitraires. 
Si l'on porte cette valeur dans (i), il vient 

Cette équation permet d'exprimer la constante B en fonction 
de celle A et d'avoir, par suite, le moment de flexion M à l'aide de 
cette dernière seule. 
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On obtient ainsi 

(5) M = fi-r- A(ar-- w)-h -- ,- 

j xdx 

en posant, pour abréger, 



/ 






r^ xdx 

X Kl 

u étant ainsi une longueur qui ne dépend pas des charges, 
ui de la poutre entière, mais seulement des dimensions de la 
travée considérée AB et qu'on peut calculer dès que ces dimen- 
sions sont données. 

L'équation ci-dessus ne fournit pas le moment de flexion en tous 
les points de la travée BA, puisqu'elle renferme la constante in- 
connue A, laquelle dépend de la solidarité de la travée considérée 
avec le surplus de la poutre; mais elle fournit directement le 
moment de flexion M» au point particulier et connu d^abscisse 



/ 



^x^dx 



El 

(6) a?=a=-^^— ^ 

r ^rdx 

et donne en ce point 

(7) Ma= [A«-^ - 



xdx 



f xdx 

X K' 



OÙ [JL„ est la valeur connue de la fonction [x pour x^=^ u\ ainsi, ce 
moment M„ est connu dès qu'on s'est donné les dimensions et les 
charges de la travée AB et il est indépendant du surplus de la 
poutre. 

Si donc on modifie d'une manière quelconque les charges ou 
dimensions des travées autres que AB, cela changera les moments 
de flexion en tous les points de cette dernière, excepté au point 
xr=^u\ par suite, la ligne représentative de ces moments pivotera 
autour d'un point fixe ayant u pour abscisse et M„ pour ordonnée. 
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Par suite encore, la ligne de fermeture pivotera aussi autour 
d'un point fixe ayant Fabscisse u; car, si Y est l'ordonnée de la 
ligne de fermeture en un point quelconque où le moment de flexion 
est M, on a par définition, si d est la distance polaire du polygone 
funiculaire auquel se rapporte la ligne de fermeture, 



d'où, pour x^ u^ 



Y=i(l^-M): 



Y« = 5 ( [^« — M« )» 



où le second membre est indépendant des travées autres que AB. 
Si la poutre est de section et d'élasticité constantes, il vient 



il 

(8) 



s: 

" = -7' 3 

1 xdx 

Jq 

de sorte que les pivots de la ligne de fermeture et de la ligne re- 
présentative des moments de flexion sont sur la verticaJe placée 
ail tiers de la longueur de la travée à partir de son point d'encas- 
trement, c'est-à-dire au point d'intersection de la fibre moyenne 
avec la verticale du centre de gravité d'un triangle ABC (Jiff- 3i, 
p. 142) formé par une droite BG d'inclinaison quelconque issue 
de l'appui non encastré et s'arrêlant à la verticale du point d'en- 
castrement. 

Si la poutre est d'élasticité constante et de section variable, la 
formule (6) devient 



(8') 



.( 



x^ dx 



I 



^xdx^ 

r 



r- 



qui prouve que le pivot cherché est à l'intersection de la fibre 
moyenne avec la verticale du centre de gravité de Faire obtenue 
en amplifiant les ordonnées de la droite BC dans le rapport i : I, 
centre de gravité que l'on peut obtenir soit analytiquement, soit 
graphiquement (§ 314). 



POUTRES DROITES CONTINUES. l45 

§ 333. 

AFPUGATIOH A UH SYSTÈME DE DEUX TBATÉES GOHSÉGUTIVES aUELGOmUES. 

— Désignons les travées par les lettres mêmes qui désignent leurs 
longueurs et considérons les deux travées consécutives // et //+< 
supposées portant des charges données quelconques. 

Prenons {Jig- 33) dans la travée //un point quelconque F/. Dé- 

Kig. 33. 

< t^- -^ ^ H- ...f^ Jit^ J^ ., 

f --- ^ ^^Jtr— îtw ^ 

I- f II/.. 



i 



^x^x 






l 



signons par ut son abscisse, c^est-à-dire sa distance à Tappui de 
gauche, par i^i= li — m,- sa distance à l'appui de séparation A/, et 
par OR/ son moment de flexion sous l'influence de la charge agis- 
sante, quelle qu'elle soit. 

Prenons de même dans la travée Uj^x wn point arbitrairement 
choisi F/^i dont les distances aux appuis de gauche et de droite 
A/ et A/^i de cette travée soient respectivement 

Ui^x et t'/^i = //-Hi — Ui-^i, 

Désignons par On/^.4 le moment de flexion en ce point. 

Soit enfin M/ le moment de flexion sur l'appui A/. 

Si [X désigne, dans une travée quelconque //,1e moment de flexion 
qui s'y produirait si elle existait seule simplement appuyée à ses 
deux extrémités, le moment de flexion M en un point quelconque 
de // se compose de [jl et d'une fonction linéaire Ao: + B 

M = [JL-^ Aa7H- B. 

Mais, par hypothèse, pour x = ui on doit avoir M = OU/ et pour 
X = //, on doit avoir M = M/, soit, comme [jl s'annule pour^ = //, 

M, = A li-r- B, On/= |x/H- Am/-+- B, 

en désignant par [jl/ ce que devient jjl pour x = i//. Si l'on tire de 
II. jô 
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là les valeurs de A et B et qu'on les porte dans M, on obtient 



(9) 






Dans la travée /,-4.|, M devient égal à M, pour ^ = o et à OR/^i 
pour X = tt/^.4 ; d'où, en observant que la fonction y. relati>e à cette 
travée s'annule pour ^ = «, il vient 



(lo) M = [jn -'- (m,-^,- 



-a7)-4-(Oîl/+,— [X|-H,) 



W/+1 



en désignant par (jl/^, ce que devient |jl pour x = «j+|. 

Si l'on porte la valeur (9) de M dans le premier terme de Téqua- 
tion (B ) du § 3ol et la valeur (10) dans le second, on aura nécessai- 
rement une relation entre les trois moments ORi, M/, OlLi^.,. C'est 
celte relation que nous nous étions proposé de trouver. Elle est 



OR/-- |JL/ r^*x{l,— x^ 



«v/,- 



/ 



El 



dx 



Il r 'i^ — Ui)Tdr 



-T) 



(II) 












1:1 



El 



r/.r 



H/, 









Xi 



en désignant, pour abréger, par H, le second membre qui est connu. 

Dans cette équation, toutes les intégrales définies sont des con- 
stantes que l'on peut calculer dès qu'on s'est donné les charges et 
dimensions de la poutre, dans les deux travées considérées et la 
position des deux points arbitrairement choisis F/ etF|^«. 

Quant aux coefficients de OFl,-, M/, 0R-/+4, ils sont indépendants 
des charges et ne dépendent que des autres éléments qui viennent 
d'être spécifiés. 
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' § 354. 

CAS DES P0TJTBE8DB 81ÏCTI0H ET DILASTIGITÉ GOHSTAHTilS. — Pour des 

poutres de section et d'élasticité constantes, le facteur rq sort du 

signe d'intégration, et alors on peut effectuer les intégrales qui 
définissent les coefficients de OR/, M/ et Olt/^i. 

L'équation multipliée par 6 El devient, dans ce cas, en rempla- 
çant Vi par / — r/, 

i r /' /• 1 /? 

on posant, pour abréger, 

\ «14-1 . K 






La quantité H^- peut être déterminée dès qu'on connaît les 
charges qui agissent sur les deux travées considérées. 

Supposons d'abord que la poutre ne porte que des charges uniformé- 
ment réparties sur chaque travée, la grandeur de la charge pouvant d'ail- 
li'urs varier d'une travée à l'autre. Soient/?/ et /?/-hi les valeurs des charges 
par mètre dans les travées Z/ et //^_i. On aura, dans ce cas, pour la travée //, 

donc 
De même, pour la travée //^i, on a 
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d'où 

et, par suite, dans l'équation (u'), il vient 

4 4 \ */ *i-»-i / 

Supposons la poutre soumise à des charges concentrées quelconques. 
Considérons la travée //. On a à déterminer 

(12) I [kxdx. 

Pour trouver cette intégrale supposons d'abord qu'il n'agisse sur la travée 
considérée qu'une seule force P, « étant l'abscisse de son point d'ap- 
plication. 

On aura (§ 193): 

1*» Pour xSoL iJL= —-^, x; 

p. 

a** Pour a?>a |x= -j-{li— x ). 

Donc 



f [t.xdx= I [kxdx -\- I iLxdx 
*^o *^« 

= ^I(^'-«)/ ^^dx-^o^J\li-x)xdx]=^aiii-^){li^i\ 

et, s'il agit un nombre quelconque de forces, comme le moment |i qui en 
résulte est, par définition, la somme de ceux, qui résulteraient de chacune 
d'elles, on aura, quel que soit le nombre des forces agissantes, 

J \xdx = i 2 P»(^/- «)(^/-*- «)• 



En procédant de même pour la travée //^-i, on trouve 
^0 



a = /i+i 



j [t.(li^i — x)dx= 2 Pa(//+i — a)(2/,+i— a). 



Oi-O 



Le second membre de l'équation (iT) devient, par suite, quel que soil 
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le nombre des forces isolées agissant sur la poutre : 

OL = li 



(» I ) 






a = o 



Appliquons cette formule au cas particulier où il agit une charge unique 
P, d'abscisse a/ dans la travée // et une charge P/-hi d'abscisse a/^-i dans la 
travée //-hi, les abscisses étant toujours, dans chaque travée, comptées à 
partir de l'appui gauche de cette travée. 

On aura alors 

fn; = - !?,«,(/?-«;) 



iH 



h 



-Kl 



D'ailleurs, si les appuis sont de niveau, j'/_i = j/ = j/^-t et le dernier 
terme des expressions de H/ disparait. 

Remarque. — La formule (n"') ci-dessus comprend, comme cas parti- 
culier, celui où il y aurait des forces distribuées d'une manière continue 
suivant une loi quelconque. 

Si pdoL est la force agissant sur l'élément da d'une travée pris à partir 
du point d'abscisse a, p étant une fonction donnée de a, il suffira de poser 
P =pdoL et de remplacer les sommes £ par des / prises entre les mêmes 
limites que les sommes. 

S'il y a à la fois des forces continues et discontinues, on ajoutera, dans le 
second membre de l'équation, ce qui provient de chacune des deux espèces 
de forces. 

§335. 

TIÉOBtlIE DES TBOIS MOMEXTS. — L'équation (ii) donne, pour une 
poutre de section constante ou variable, une relation entre les moments 
de flexion M/ sur un appui quelconque À/ et les moments vfïLt et DÏLi^\ en 
deux points F/ et F/_f.i pris arbitrairement dans chacune des travées con- 
tiguës et caractérisées par leurs distances ut et u/^i à l'appui de gauche 
de la travée à laquelle elles appartiennent ou par celles i^/=//— w/ et 
!?/_,_,= //^.j — Ui^i à l'appui de droite. 
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Prenons en particulier, pour points F/ et F^vi, les deux appuis A,_i et 
A/+1 contigus à celui A/. Gela revient à faire 

Ui = 0, Vi = // ; Mi-Hi = li-^\ , Vi^x — o ; OXLi = M/ -i , OlL/^-i = M/+,, 
et 



IA| = [X,>, = O. 



L'équation (i i) devient alors 
/ M. . rfi 



XI) 






./|M. 









El 



I f^ ^Td.r I r^'''\x(Ji^^ — r) 



(Ix 



/;7, El /,>,./o El 

.V/-I — V/ Ji-^1 — V/ 

?; u:r' 

qui donne une relation entre les moments de flexion sur trois appuis con- 
sécutifs d'une poutre de section quelconque à appuis de niveau ou non. 
sous des charges quelconques. 

Dans le cas d'une poutre de section constante, cette équation ou celle 
(il') devient 



(12') 



= 11-,— ,-/ ^«ir 



-c;/"'V<'— )"— -'(-^P-^^)- 



OÙ H/ est donnée, suivant les cas, pour l'une des formules (.m';)' <*•") 

ou (II»'). 
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CHAPITRE VI. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX RELATIFS AUX POUTRES A SECTION CONSTANTE, 
A APPUIS DE NIVEAU OU NON, AVEC OU SANS ENCASTREMENT. 

§ 3o6. 

THÉORÈME DES DEUX M0MER8. — Théorème. — Quelles que soient 
les charges qui agissent sur une poutre de section constante, 
encastrée ou non à ses extrémités, à appuis de niveau ou non, 
dès qu^on connaît le moment de flexion en un point particulier 
d^ ailleurs quelconque F/ d'une travée, on peut, par la résolu- 
tion d^une équation du premier degré à une seule inconnue, 
trouver le moment de flexion en un certain point de chacune 
des deux travées contiguës. Ce point sera appelé le correspon- 
dant du point F/ dans la travée à laquelle il appartient. 

Considércms une poutre de section constante, à laquelle s'ap- 
plique l'équation (ii') du § 3o4 avec les valeurs (i i") et (ii"') 
de H| suivant les cas. Elle donne une relation entre les moments 
de flexion sur l'appui A, et sur deux points F/ et F/^4 pris arbi- 
trairement, chacun dans une des travées limitrophes de A/. Choi- 
sissons ces points qui sont caractérisés par leurs distances vi et Ui^\ 
à l'appui A|, de façon que le moment de flexion M/ sur cet appui 
disparaisse de l'équation, ou que le coefficient de M, s'annule. Il 
faut pour cela que 

ou 

(I') (37 . ("t) _{/_^/^.j. 

Deux points appartenant à deux travées consécutives, liés par 
celte relation, seront dits correspondants. L'un des deux points 
reste entièrement arbitraire dans la travée où il est pris ; mais, une 
fois qu'on l'a choisi, son correspondant s'ensuit. 
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Si Vi et Ui^i se rapportent à deux points corrcspondanls, l'équa- 
tion (i i') se réduit à 



(^) 



(f- i^i- H^/) -t- îf^ (3ïii^i - H^^/) = h;, 



H,, étant connu en chaque point de la poutre dès qu'on se donne 
les charges et défini par les formules (i i''), (i i'") ou (i i*^) suivant 
la nature de ces charges. 

Cette équation fournit donc l'un des deux moments de flexion 
»')n,i ou DT^i^i quand l'autre est connu, ce qu'il fallait démontrer. 

§ 357. 

DinmnOI D'UI STSlfanS de POmS COBBESPOllDAnS. — Supposons 
qu'on ait choisi dans une travée de rive, par exemple dans celle de 
gauche AqAh = Is un point F, arbitraire dont la distance i'*, à 
l'appui A| soit donnée. L'équation (i) donnera, dans la travée voi- 
sine ^aj son correspondant Fj ; de celui-ci on déduit, dans la travée 
/j, un correspondant àFa et ainsi de suite jusqu'à la travée de rive 
droite où se trouvera un point F„. Un pareil système de points 
sera appelé le système correspondant au point F, . 

Il est défini par les équations 



(3) 



iî 


-+■ 


'1 


= 3(/, 


--/,i. 




Vl 




Ut 








^ 


-h 


1 


= 3(/, 


■^h)- 




Vl 




Mj 








11 


-h 


/?., 


= 3(// 


■+- li+\ 


) 


VI 




Ui+l 









/2 



l^ 

*'ii 






In ). 



OÙ Ui -\- Vi = /|. 

Comme on se donne le point F,, c'est-à-dire ('i, la première 
équation donne Wg et, par suite, ç^j = 'a — "a î connaissant Pj, la 
seconde donne u^ et, par suite, ç^ = l^ — W3 et ainsi de suite. On 
voit donc qu'étant donné un point F| dans la travée de rive gauche, 
on trouve le système de points qui lui correspond par la résolution 
d'équations dont chacune ne renferme qu'une seule inconnue. 
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De plus y ces équations sont indépendantes des charges; elles 
dépendent uniquement des longueurs des travées y de sorte 
qu'un système de points correspondants étant une fois déter- 
minéy il conserve ses propriétés quelles que soient les charges 
qui sollicitent la poutre. 

De même, si l'on connaît Un^ la dernière équation donne P„_, 
et, par suite Un-\ ] puis la précédente Mn_2, et ainsi de suite, ce 
qui permet de définir un système de points correspondant à un 
point arbitrairement choisi dans la travée de rive droite. 

Théorème. — Si un point F, {Jig* 3^) est placé dans l'un des 
tiers extrêmes d'une travée li^ par exemple, dans le tiers à 
partir de V extrémité gauche de la travée, son correspondant 
F/^i est aussi dans le tiers de gauche de la travée li^^. 

Fig. 34. 

— ^^--& -tfj, - -»<.tteJ^- gy^ ^ 

k' -.f^-::î:...:::::..|^ ...L i^ .a 

En effet, les deux points F/ et F|^.| sont liés par la relation 

Vi M/-I-1 ti — U( U/H-i 



d'où 



= 3-^(3-^)^. 
Par hypothèse, on a 



De Ui < jS on conclut 



M/>o et Ut< -'. 



''-«'>T' /7^.<- '-I7^.>'^ 



et a fortiori 



3 - j—^ > o. 

li — Ui 



Donc Ui^i est positif et de plus 
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et a fortiori 

^> 3 ou M|+i < -r-> 

ce quUl fallait démontrer. 

Si // = /i4.i , on peut même affirmer que 

-^ > 3 -+-f ou "> J ou Ui^x < |/i-»-i- 

Corollaire. — Si un point ¥^ de la travée de rive gauche 
est dans le premier tiers de gauche de cette travée, chacun de 
ses correspondants F/ sera dans le premier tiers de gauche de 
la travée à laquelle il appartient. 

Il est clair que de même si un point F), est dans le premier tiers 
de droite de la travée de rive droite, chacun de ses correspondants 
sera dans le premier tiers de droite de la travée à laquelle il appar- 
tient. 

Ces propriétés purement géométriques sont indépendantes des 
charges et indépendantes de la nature des appuis. Elles résultent 
uniquement de la définition géométrique des points correspon- 
dants. 

§358. 

rOTEBS D'UHE TRàYÉE. — Théorème I. — Étant donnée une 
poutre de section constante, à appuis de niveau ou non, encas- 
trée ou non à ses extrémités, si l'on désigne par F|, à savoir : 
l'extrémité de gauche de la poutre, ou un point situé au tiers 
de la longueur de la travée de rive gauche, à partir de son 
extrémité, suivant que celle-ci forme un appui simple ou un 
appui encastré : 

1° Par la résolution de n — i équations du premier" degré 
successives ou à une seule inconnue chacune, on peut trouver 
le système des, points Fa, F3, . . . , F„, correspondant à F^; 

2'' Par la résolution de n autres équations du premier degré 
à une seule inconnue chacune, on peut trouver les moments de 
flexion OTL,, 01^2, OTlj, . .•, OK,^ aux points Fj, F2, Fj, . ..,F|„ 
pour des charges données quelconques; 
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De même, en désignant par F), V extrémité de droite de la 
poutre, ou un point situé au tiers de la travée de rive droite 
suivant que celle-ci est appui simple ou encastré; 

3" Par la résolution de n — i équations -successives, on trou- 
vera le système des points F^^_j, F),,^, . . ., F'^ correspondant 

4° Par la résolution de n autres équations successives, on 
peut trouver les moments de flexion OTL^,, d\L\^_^y ..., OR/'^ en 
tous ces points. 

Considérons la travée de rive gauche. La partie i° du théorème 
résulte immédiatement de la définition d'un système de points 
correspondants (§ 357). Il s'agit de démontrer la partie 2°. 

Or, quelles que soient les charges et les dénivellations des points 
d'appui de la poutre, on connaît toujours le moment de flexion 
;)1L| au point F| de la travée de rive considérée. En effet, si elle 
est simplement appuyée, le point Fi est l'extrémité de la poutre et 
le moment DIL, y est nul; si elle est encastrée, le point ¥^ est au 
tiers de la longueur de la travée à partir du point d'encastrement; 
or, en vertu du théorème du § 352, on sait que le moment de 
flexion OPL, en ce point est le même que si la travée était détachée 
du reste de la poutre; on. peut le déterminer soit graphiquement, 
soit analytiquement, comme pour une travée unique encastrée à 
un bout et simplement appuyée à l'autre. 

Connaissant le moment de flexion OFli au point F«, le théorème 
des deux moments fournit, par la résolution d'une équation du 
premier degré à une seule inconnue, le moment de flexion OPL, en 
son correspondant F^; connaissant e)li2j on obtient de même le 
moment OlLs au point Fj correspondant de F2, et ainsi de suite. 

On démontrerait de même la proposition en ce qui concerne les 
points F'^,F;,_,, .... 

Remarque L — La formule (2) du § 356 donne les différences 
;)rL| — [x/ : de ces différences on déduirait aisément les moments de 
flexion OÏL,; mais nous verrons que ce calcul est inutile et que ce 
sont les différences DPL/ — [x,- elles-mêmes qu'il nous suffira de 
connaître. 

Remarque IL — Un encastrement peut être regardé comme 
équivalent à deux appuis simples infiniment voisins. Deux pareils 
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appuis forment une travée fictive de longueur infiniment pélite /o 
placée à gauche de la première travée /| si c'est l'extrémité gauche 
de la poutre qui est encastrée. 

Envisageant un encastrement à ce point de vue, on peut 
appliquer aux deux travées l^ et /« le théorème des deux moments 
ou l'équation* (2) du § 356 en y faisant u = o, ainsi que l'équa- 
tion (i). Cette dernière montre de suite, à cause de /q == o? q"<* 
le foyer d'une travée encastrée est au tiers de sa longueur, à partir 
du point d'encastrement. 

Son premier terme disparaît ; le second devient 

"1 Ih 



D'ailleurs H^ devient, en vertu de la formule (i i^) du § 35i, 

qu'on aurait pu déduire aussi du théorème du § 352; d'où 

{b) ort,-H^, = -^Jj'V(/i-rr)rf^-EI(j,--ro)l. 

Si la travée encastrée l^ porte une charge uniforme />t> on a, d'après la 
formule (ii"), 

0\L,-^,---^^ 

Si c'est une charge Pi d'abscisse «i, on a, d'après la formule (11*'), 

et, s'il y a un nombre quelconque de charges, le premier terme du second 
membre est remplacé par 



^2pa(/_a)(a/-ot). 



3 



Si l'extrémité de droite \n de la poutre était un encastrement, on aurait 
<le même 
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et, par suite, 

ib') d^'^- ^^= ^^-\\\ = - ^\j \xdœ ^ 

Définition. — Les poÎDls F/ de chaque travée seront appelés 
les foyers de gauche et les points F^ \es foyers de droite de cette 
travée. 

On voit que les foyers de gauche sont formés par le système des 
points correspondant à Textrémité gauche de la poutre si elle 
forme un appui simple, et au point situé au tiers de la longueur 
de la travée à partir de cette extrémité, si elle forme un encastre- 
ment. Les foyers de droite sont définis de même relativement à 
l'extrémité de droite de la poutre. 

Théorème IL — Le foyer gauche d\ine travée est dans le 
tiers extrême de gauche et le foyer de droite dans le tiers ex- 
trême de droite de cette travée. 

La position des foyers est d^ailleurs indépendante des 
charges; elle ne dépend que des longueurs des travées. 

Cette proposition résulte immédiatement de la définition des 
foyers et du théorème du § 3o7. 

Théorème IIL — Quelles que soient les charges et les déni- 
vellations des appuis d' une poutre de section constante, qu^elle 
soit encastrée ou non à ses extrémités : 

1" Ze moment de flexion au foyer de gauche dhuie travée 
quelconque est indépendant des charges, dimensions et appuis 
de la partie de la poutre placée à la droite de cette travée; 

2*" Le moment de flexion au foyer de droite d^une travée est 
indépendant des charges, dimensions et appuis de la partie de 
la poutre placée à la gauche de cette travée. 

Cette proposition résulte immédiatement de la façon dont on 
obtient les moments de flexion aux foyers. 

Dans les équations successives qui donnent (th. \) la position 
d'un foyer de gauche F/, comme dans celles résultant du théorème 
des deux moments (§ 336) qui donnent le moment de flexion en 
ce point, il n'entre que les charges, dimensions et niveaux d'ap- 
puis relatifs à la partie de la poutre comprise entre son extrémité 
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ji!;auche et la travée considérée U inclusivement; de sorte qu'on 
pourrait supprimer tout le reste de la poutre ou modifier ar- 
bitrairement ses charges, longueurs de travées ou niveaux d'appuis, 
sans que la position du point F/, ni son moment de flexion JIL/ 
en fussent affectés. 

De même on établit la proposition analogue en ce qui touche 
les loyers de droite. 

La même proposition peut encore s'énoncer sous la forme sui- 
vante : 

Théorème III bis, — Si Von vient à modifier d'une manière 
quelconque les chargeSy longueurs des travées, niveaux des 
appuis de la partie d'une poutre de section constante placée à 
la droite d'une travée //, ou même à supprimer cette partie de 
poutre sans modifier le reste : 

i" La ligne représentative des moments de flexion dans cha- 
cune des travées auxquelles on n'a pas touché se modifie, 
mais en pivotant autour d'un point fixe placé sur la verticale 
du foyer gauche de cette travée; 

•i® Il en est de même de la corde de chacune de ces lignes. 

ainsi que de la droite de fermeture correspondante. 

Si l'on fait les mêmes modifications sur la partie de la poutre 
placée à la gauche de la travée //, chacune des lignes repré- 
sentatives du moment de flexion dont il vient d'être parlé se 
modifie en pivotant autour d'un second point fixe placé sur la 
verticale du foyer de droite de la travée à laquelle elle appar- 
tient. Il en est de même de la corde de cette ligne et de la 
droite de fermeture correspondante. 

ISous appelons ici ligne représentative du moment de flexion 
une ligne dont l'ordonnée comptée depuis la fibre moyenne 
dans son état naturel prise pour axe des abscisses est propor- 
tionnelle au moment de flexion. 

Pour la tracer, on peut procéder ainsi : soit {fig- 35, p. 1D9) 
A/_| A/= // une travée quelconque soumise à des charges 1, 2, 3, 4. 
Concevons qu'on trace un polygone funiculaire de distance po- 
laire quelconque d de ces forces; mais, au lieu de prendre ce po- 
lygone au hasard comme lorsqu'il s'agit d'une poutre à une travée, 
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nous choisirons le polygone de distance polaire d passant par les 
points A,_| et A/ où les verticales des deux appuis coupent l'axe 
des x, c'est-à-dire la fibre moyenne dans son état naturel. 

Soit A/_ 4 1.2.3.4 A|- ce polygone que nous savons tracer (§ 4o). 
Les ordonnées de ce polygone comptées depuis sa corde A/_i A/ 
représentent, au facteur d près, le moment de flexion [x qui se 
produirait si la travée A|_i A, existait seule, librement portée sur 
ses appuis. 

Le moment de flexion véritable M sera proportionnel aux or- 

Fig. 35. 




données de ce même polygone comptées depuis une certaine ligne 
de fermeture a/_i a, (§ 19:2). 

Si, à présent, nous voulons compter ces dernières ordonnées à 
partir de A,_| A/, nous obtenons une nouvelle ligne A)_^ l'2'3'4'A[, 
qui sera ce que nous appelons la ligne représentative des mo- 
ments de flexion. 

C'est (§ 43 bis) un nouveau polygone funiculaire des forces 
données, de même distance polaire d que le premier et passant 
par deux points A^_, et A,, tels que les ordonnées A/_|A^_, et 
KiS!- soient, au facteur rf près, les moments de flexion sur les appuis 
A,_, et A|. 

Soit F/ le foyer de gauche. 

L'ordonnée F/G| de la ligne représentative est proportionnelle 
au moment de flexion en F/; cette ordonnée est donc indépen- 
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dantc de la partie de la poutre placée à droite de la travée, ainsi 
que le foyer F/. 

Il en est, par suite, de même du point G/. 

D'autre part, on a par construction 

car le moment OTL,- est représenté au facteur d près, par l'ordon- 
née/igi du polygone funiculaire A/_| ^/ A, comptée depuis la ligne 
de fermeture ai_i ai et, pour avoir la ligne représentative Aj._, G| A) 
des moments, on n'a fait que reporter les ordonnées figi à partir 
de Taxe des x. Donc 

Le premier membre est indépendant de la partie de la poutre 
placée à la droite de la travée considérée ^ l'ordonnée Figi du po- 
lygone funiculaire A/_i^,A/en est à plus forte raison indépen- 
dante (elle ne dépend que de la longueur A/_, A, de la travée elle- 
même et des charges qu'elle porter, donc l'ordonnée F/// de la 
ligne de fermeture et, par suite, le point fi est lui-même indépen- 
dant de la portion de poutre placée à droite de A,-. 

Enfin, par construction, la corde A[_,A|. est symétrique par 
rapport à l'axe des x de la ligne de fermeture au^ a,, en sorte que 
le point ^1 symétrique de // est de son côté indépendant de la 
même portion de poutre. 

On démontrerait de même la proposition en ce qui touche le 
foyer de droite. 

Remarque. — Les ordonnées de la corde AJ_,A) sont, en 
grandeur et signe, égales à 

M -fx 



de sorte que, comme les ordonnées positives sont portées, de haut 

en bas, on a 

mw-jx,. 

-F,v,- ^ 

Ce sont précisément ces différences 31V, — |x/ que la formule 
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(a) du § 3o6 fournit directement. Ainsi, elle donne les ordonnées 
aux foyers des cordes AJ_^ A^- ou les points s»/ et '^J. 
Comme on a 

F^-^F/o/, F;/i = -F;cpJ, 

on peut encore dire que la formule (r>) fournit les ordonnées aux 
foyers des lignes de fermeture. 

§ 359. 

DÉTEBMIKATIOI AHALTTiaUE DES HOMXaiTS DE FLEXIOI DAH8 UHE POUTBE 
DE SECnOI G0I8TAHTE, A APPUIS DE NIVEAU OU NOI, AVEC OU SANS EH- 
GA8TBEIIENT, 80U8 L'IHFLUENGE D'UHE GHAR6E DONIIÉE aUELGONAUE. — 
Considérons une poutre de section constante, à appuis de niveau 
ou non, encastrée ou non à ses extrémités. Pour calculer les mo- 
ments de flexion résultant d'une charge donnée quelconque, on 
pdut employer la méthode suivante, caractérisée par ce qu'elle 
n'exige que la résolution d'équations successives du premier degré, 
c'est-à-dire d'équations ne contenant chacune (\nune seule in- 
connue : 

1° Déterminer l'un des deux systèmes de foyers, par exemple 
celui de gauche, à l'aide des équations du § 357. Cela exige, s'il 
y a /i travées, la résolution de n — i équdiiions saccessiies du pre- 
mier degré; 

'2° Si l'extrémité de gauche est un appui simple, le moment de 
llexion D\Li y est nul; dans le cas contraire, on déterminera le mo- 
ment de flexion OFLi au tiers de la travée à partir de son encastre- 
ment, en regardant cette travée comme existant seule, encastrée à 
son extrémité gauche et librement appuyée à son extrémité de 
droite parla formule (è) du § 358 ou plutôt la difi^érenceOPL'i — jx,. 
Ce sera encore une seule équation du premier degré à une seule 
inconnue à résoudre; 

3° Connaissant cette difl'érence !ril, — ui,, la formule (ii') du 
§ 35i, en y faisant /= i et remplaçant H), par l'une des valeurs 
(il"), (il''') ou (ii^) suivant la nature des charges, fournira la 
différence DIL2 — |JL2 au foyer F2 par la résolution d'une nouvelle 
équation du premier degré à une seule inconnue; de même, de 
0\i2 — [J«'2 Oïl déduira la différence OR 3 — [JL3 au foyer F3, et ainsi de 
H. II 
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suite jusqu'à celle DTL,t — [x„ au fojer de gauche F,, de la travée 
de rive droite ; 

4** Dans cette dernière travée, on connaît aussi le moment de 
flexion DVC„ au foyer de droite F^^, ou si Ton veut la differeDce 
SfïL]^ — jjl)^ en ce point; car, si rextrcmité de celte travée est ud 
appui simple, on a DJl'^ — jx^^r^o; si c'est un encastrement, on 
détermine la valeur OIL)^ — [jl^, au tiers F^^ de la longueur de la 
travée à partir de son extrémité par la résolution d'une équation 
à une seule inconnue, comme il est dit ci-dessus (2"). 

D'ailleurs les points F,, et F)^ ne sauraient jamais coïncider, l'un 
étant (§ 358) dans le tiers de gauche, l'autre dans le tiers de droite 
de la travée. 

On connaît donc bien les quantités Orc„ — a,, et D\i'„ — [a^ en deux 
points de la travée extrême de droite; par suite, on peut trouver 
le moment de flexion M en un point quelconque de cette travée. 

Car, si [X est le moment de flexion connu (§ 193) qui se produi- 
rait sous l'influence de la charge donnée si la travée existait seule 
portant sur deux appuis simples, on a 

A et B étant deux constantes indéterminées. 

Or, si Ufi et u',^ sont les abscisses (comptées toujours de l'appui 
gauche) des foyers F,| et F^, et qu'on désigne par (x^ et jx), les va- 
leurs de [X en ces points, on doit avoir 

^n.«= ;*« + Ak'„~ B; 

d'où l'on déduit A et B, ce qui donne 

/,x AI , (^^^ n—li-n)(K — .r) — (D]1'„ — ;/„)( // „ — j- ) 
(.i) Dl =: |X 7» ; ■ • 

En particulier, pour x = o et x = Ij on a |x = o. Celle formule 
donne donc, pour les moments de flexion M;,_| et M,, sur les deui 
derniers appuis, 

l M ( ?K n — \^n ) U „ — ( ^^^ 'n — \^'n ) l'n 

1 Un- Un 
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celle dernière expression se réduisant à zéro, si Tappui extrême 
A/1 est simple, puisque alors 

Dans ravant-dernière travée A^.j, A«_i, on connaît donc, d'une 
part, la différence 01V,,_i — ^n-.\ au foyer de gauche F«_i, d'autre 
part, le moment de flexion M«_i sur Fappui de droite de cette 
travée. Par suite, on peut le trouver en tous les points, par la 
formule suivante, analogue à celle ci-dessus : 

,., „ . ^OÎl/,-1 — fX,|_, )(/«_, —jr)—M„_,(M«_, —r) 
(5) M =- |x-7 . • 

Cette formule donne bien M = Jll,/i_i pour j:r^^„_i etM=M;,_i 
pour X =-. /„_,. 

Elle donne, en particulier, pour x ---- o, comme [x = o, le mo- 
ment de flexion sur l'appui A„_2; si on le désigne par M„_2, on 
connaît de nouveau, dans la travée A„_3A„_2= '/i_2> la différence 
D1L„_2 — |A„.2 au foyer F;,. 2 et le moment de flexion Mrt_2 sur 
l'appui de droite; par suite, la formule précédente, en y rem- 
plaçant l'indice n — i par celui n — 2, donnera le moment de 
flexion en un point quelconque de la travée et, en procédant de 
même de proche en proche, on le connaîtra en tous les points de 
la poutre. ( Voir pour les détails des calculs le Chapitre ci- 
après). 

Vérification. — On pourrait procéder de même en partant des 
foyers de droite au lieu de ceux de gauche, ce qui fournirait une 
vérification des calculs. 

§ 360. 

DÉTERmiATION AHAITTiaUE DES EFFORTS TBANGHiNTS ET BiâCTIONS 
DES APFUIS. — En prenant les dérivées par rapport à x changées 
de signe des expressions des moments, on obtient les efforts tran- 
chants en tous les points de la poutre. 

Enfin, la différence finie des efforts tranchants, dans deux sec- 
tions infiniment voisines prises de part et d' autre d'un appui, 
donne la réaction de cet appui. 
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Ainsi, dans la travée /„, en désignant par 

dx 

refforl tranchant que produiraient les charges qui agissent dans 
la travée /,i, si elle existait seule, posée sur appuis simples, la 
formule (4) donne 

1 = t -I ; • 

"«— Un, 

On sait que la différence T — t est une constante dans toule 
l'étendue d'une travée et Ton voit que cette constante est connue à 
Faide des différences calculées 

;>rL « — «x« et oft ;, — jj^^ . 

De même, dans la lra\ée /«_«, la formule (5) donne 

I = T ; J 

OÙ le second membre est connu. 

Pour avoir la réaction sur l'appui qui sépare les deux dernières 
travées, faisons, dans la dernière formule, x = /„_.i et dans Tavanl- 
dernière j-.^ô^ retranchons les deux résultats; on aura, pour la 
réaction R„_, sur Tappui A„_i, 



R/i-l = rn 



ln-\ — W/i-l 



OÙ r„_i est la réaction qui s'y produirait si les deux travées re- 
posaient chacune librement sur ses appuis sans solidarité entre 
elles et avec le reste de la poutre, c'est-à-dire que 



en appelant Tq la valeur de t, pour x ==: o, dans l'avant-dernière 
expression de T et T„_i celle de t pour x = lu^\ dans la dernière. 

§ 361. 

BEMAHftUES 8UB L'EMPLOI DE Là MÉTHODE raÉGÉDEHTE. — Remarque 1. 
— On peut aisément remplacer les calculs 4^ qu'exige la méthode 
précédente par des tracés graphiques. 
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Représentons, par exemple (^fig^ 118, PL XXVIl)^ les deux 
ilernières travées de droite d'une poutre. Pour chaque travée, tra- 
«;ons un polygone funiculaire quelconque de distance polaire d 
{d étant un nombre simple d'unités de longueur) des charges qui 
agissent dans cette travée. On peut, d'une travée à l'autre, changer 
de pôle, si on le juge commode, pourvu que Ton conserve toujours 
la même distance polaire. 

Soient a„_2a„_, et a„_, a„ les cordes des deux polygones relatifs 
aux deux dernières travées; ¥n^\ et F„ leurs foyers de gauche. 
Menons les verticales de ces foyers qui déterminent, dans les poly- 
gones, les points G,^_i et G„ et, sur les cordes, les points g,,^ g'^/i 
portons les longueurs g,i_\fn_^ et gn/uf à savoir 

^/i-l/«-l= -y-^ Cl gnfn^ -^ 

Les seconds membres sont numériquement connus, puisque 
les numérateurs sont calculés et la distance d est un nombre donné 
d'unités de longueur. 

Les ordonnées gn-\fii-\ et gnfn doivent être considérées 
comme des forces et portées à l'échelle adoptée pour les polygones 
des forces qui ont servi à tracer les polygones funiculaires. 

Les points /„_, et/;i sont des points des lignes de fermeture. 
Mais, dans la travée de rive droite, on connaît un second point de 
la ligne de fermeture, à savoir : 

i" Si l'extrémité A„ est un appui simple, le point a« ; 

2" Si cette extrémité est encastrée, on connaît la quantité 
.)1L^ — |jl)j au point F^ placé au tiers de la travée à partir de son 
extrémité. 

Soient G^ le point où l'ordonnée de F), coupe le polygone funi- 
culaire, g\ celui où elle coupe la corde 
On portera 

nj n — j 

Le point/), appartiendra à la ligne de fermeture, laquelle sera 
donc ainsi connue en joignant les points /;, et /^. Soit an-\ le 
point où eUe coupe la verticale de l'appui A„_,. 

La ligne an-\fn-\ sera la ligne de fermeture de la travée 



J 
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Art_2 A,i_i ^ en joignant le point a„_2 au point /«.j obtenu comme 
celui /,!_, dans la travée précédente A„_3A„_2 (non figurée), on 
aura la ligne de fermeture de cette travée, et ainsi de suite, de sorle 
qu'on a immédiatement les moments de flexion dans toute la 
poutre, puisque, pour une section quelconque X, l'ordonnée :; 

comptée depuis la ligne de fermeture est égale au quotient ~ 

du moment de flexion correspondant par la distance polaire rfoii 

M = 5 X d. 

Chaque moment de flexion M est le moment d'un couple dont 
la force mesurée à Téchelle des forces est z et dont le bras de levier 
est la constante d. 

Remarque IL — Si Ton voulait avoir la ligne représentati\r 
des moments de flexion dans toute la poutre, il suffirait de mener 
une horizontale quelconque, par exemple celle du point A„. Sur les 
verticales des foyers F„, ¥'^ on porterait, à partir de cette hori- 
zontale, les longueurs connues 



d ' dt ' 

au Heu de les porter à partir de la ligne a,ia,n, et on les porterait 
de plus de bas en haut, si elles sont positives, de haut en bas 
dans le cas contraire. On aurait ainsi deux points «p^,, o^ (§ 358, 
Rem,) de la corde A^^A^,_, de la ligne représentative dans la 
travée /„. 

En portant de même l'ordonnée 

d 

suivant la verticale du foyer F„_i, on aurait le point ©«_| de la 
corde relative à la travée /„_| ; cette corde est donc la droite 
^n-\ ?« » 4"^ coupe la verticale de l'appui A;,_2 en A^,_j,, et ainsi 
de suite. 

Ce tracé fournil de suite les moments de flexion sur les appuis ; 
ce sont les ordonnées des points A'^, A^^_,, A^.j, . . . , multipliées 
par la longueur d et comptées depuis l'horizontale de A„ prise 
pour axe des abscisses. 
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Si l'on veut avoir les lignes représentatives elles-mêmes, il ne 
reste qu'à tracer (§ 45) dans la travée In un polygone funiculaire 
de distance polaire d^ passant par les points A',^, ^^-x ^^^ charges 
qui y agissent, et à faire l'opération analogue pour chaque travée. 

Les coefficients angulaires des lignes ainsi obtenues changés de 
signe donneraient les efforts tranchants, et la différence des efforts 
tranchants de part et d'autre d'un appui donne la réaction de cet 
appui. 

Mais il est aisé de voir que les mêmes résultats se tirent des 
polygones CLn^n^n-\ 1 «/i-i S/j-i ««-2? . . • ^ le coefficient angulaire du 
côté 2.3, par exemple, dans la travée A,|_2A;,_i, étant égal à la dif- 
férence z — wi des ordonnées dans deux sections X et X' placées 
à l'unité de dislance l'une de l'autre. 

Remarque IIL — La méthode du § 359, en remplaçant l'opé- 
ration 4*^ par le tracé graphique qui vient d'être indiqué, exige, pour 
une poutre à n travées, la résolution : 

I® De n — I équations successives du premier degré à une in- 
connue chacune, pour la détermination des foyers 5 

1^ Celle de n — i , /i ou n -\- i équations également successives 
pour la détermination des moments de flexion aux foyers, sui- 
vant que la poutre est simplement appuyée à ses extrémités, ou 
encastrée à l'une d'elles ou aux deux. 

§ 362. 

PBIHGIPE DE LA SUPEBPOSITIOH DES EFFETS DES FORCES ET DES DÉn- 
TCLLâTIOllS DES APPUIS. — Théorème. — Le moment de flexion et 
Veffort tranchant qui se produisent en un point quelconque 
d'une poutre sous Vinfluence simultanée de charges quel- 
conques et de la dénivellation des appuis s'obtiennent en faisant 
la somme : 

i^ De ceux que chaque force agissant seule produirait, 
toutes les autres étant supprimées et de plus tous les appuis 
étant supposés de niveau; 

2** De ceux qui se produiraient s'il n'agissait aucune force, 
par la seule influence des différences de niveau des appuis. 

Le même théorème s'applique aux réactions des appuis. 
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Cette proposition résulte immédiatement de ce que les termes 
connus de toutes les équations qu'on a à résoudre d'après la mé- 
thode qui vient d'être exposée pour trouver les moments de 
flexion, efforts tranchants ou réactions des appuis, sont linéaires 
par rapport aux forces d'une part et aux différences de niveau des 
appuis d'autre part. 
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CHAPITRE VIL 

KTCDE DE l'influence d'uNE CHARGE DONNÉE ET DE l'iNFLUENCE 
DE LA DÉNIVELLATION DES APPUIS SUR UNE POUTRE DE SECTION 
CONSTANTE ENCASTRÉE OU NON A SES EXTRÉMITÉS. 

§ 363. 

APPUGATIOH BU PBDIGIPS DE SUPERPOSITION. — Ce principe, rappelé 
à la fin du paragraphe précédent, montre d'abord que, pour con- 
naître les effets produits par des charges quelconques agissant sur 
une poutre dont les appuis ne sont pas de niveau, il suffit de 
chercher : 

(a) Ceux que produiraient ces mêmes charges si tous h»s ap- 
puis étaient de niveau; 

(b) Ceux que produiraient les différences de niveau sur la 
poutre dépourvue de toute charge; 

(c) De superposer ces deux effets. 

Il montre aussi : i" en ce qui concerne la recherche («), que, 
pour connaître les effets de charges agissant sur diverses tra- 
vées, 11 suffit de superposer ceux, que produiraient les charges qui 
agissent sur chaque travée, toutes les autres étant vides, et même, 
pour savoir ceux que produisent un nombre quelconque de 
charges agissant simultanément dans une travée, il suffit de super- 
poser ceux que produirait chacune d'elles séparément, de sorte 
que la recherche (a) est réduite, en dernière analyse, à celle de 
l'action d'une force unique agissant en un point quelconque de la 
poutre. 

Cela est vrai, même si les charges données sont continues; car 
il suffit de les décomposer en une infinité de charges infiniment 
petites^ et de superposer les effets de ces dernières. 

a** En ce qui concerne la recherche (6), qu'il suffit de connaître 
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l'action produite sur une poutre par la différence de niveau de 
<leux appuis consécutifs A/_4 et A/, tous ceux placés de chaque 
côté de la travée A|_i A/ étant de niveau, et de superposer ces 
effets pour les diverses travées. 

V. - EFFETS DE CHARGES, ABSTRACTION FAITE DE LA DÉNIVELLVTION 

DES APPUIS. 

§ 364. 

EFFETS BE GIARaSS aUELCONaUES AaUSAHT BANS UHE TRiYÉE 8EDLE, 
SUR LES AUTRES TRi¥ÉE8. — Théorèmk. — Si, dans une poutre de 
section constante, à appuis de niveaUy encastrée ou non à ses 
extrémités, une seule travée A/_| A/ - U est chargée, toutes les 
autres étant vides, le moment de flexion est nul, à savoir : 

!• En tous les foyers de gauche des travées placées à gauche 
de celle chargée; 

2** En tous les foyers de droite des travées placées à la droite 
de celle chargée. 

Remarque, — La même proposition subsiste si les deux appuis 
A/.i et A| de la travée chargée ne sont pas de niveau, pourvu que 
Tappui A/.i soit de niveau avec tous ceux placés à sa gauche et 
celui A| de niveau avec tous ceux placés à sa droite. 

En effet, soit {fig- 36, p. i-i) A,_,A,- la travée chargée. 
Toutes les autres travées étant vides, la ligne représentative du 
moment de flexion dans chacune d'elles est une droite. Considé- 
rons les travées placées à gauche de celle A/.i A/. 

Si Ton vient à modifier d'une manière quelconque cette der- 
nière et toutes celles qui sont à sa droite, la ligne qui représente 
le moment de flexion dans chacune des autres ne fait (§358, Théo- 
rème III bis) que pivoter autour d'un point fixe placé sur la ver- 
ticale de son foyer de gauche. 

Il en sera ainsi, en particulier, si Ton enlève la travée chargée 
et la portion de la poutre placée à sa droite ; mais alors il restera 
une poutre dont toutes les travées sont vides et tous les appuis de 
niveau. 

Le moment de flexion est identiquement nul en tous les points 
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(l'une telle poiilrc, c'est-à-dire que la droite représentative du 
moment de flexion dans chacune des travées qui la composent 
coïncide axecTaxe des x et passe, par conséquent, par le foyer de 
gauche de cette travée. Donc le point de la verticale de ce foyer 
autour duquel elle pivote est ce foyer lui-même, et le moment de 
flexion, en ce point, est nul, quelle que soit la charge que porte la 
travée chargée. 

La même démonstration s'applique aux foyers de droite des tra- 
vées placées à la droite de celle chargée. 



lU^ Fi. 
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Remarque, — On peut généraliser la proposition ainsi : 



Si un certain nombre de travées consécutives prises à partir 
de l'une des extrémités d'une poutre de section constante sont 
vides et ont leurs appuis de niveau, quelles que soient les 
charges et niveaux des appuis du surplus de la poutre; 

1° Si c'est de l'extrémité de gauche que partent les travées 
vides, les moments de flexion sont nuls en leurs foyers de 
gauche; 

3° Si c'est de l'extrémité de droite, c'est en leurs foyers de 
droite que les moments de flexion sont nuls. 

La démonstration est exactement la même que celle qui précède. 
D'ailleurs elle peut aussi se déduire du principe de superposition. 

§ 3Go. 

EFFETS DE CHARGES aUELGOHaUES AGISSANT DAHS UHE TBATÉE SEULE SUR 
CETTE TRAVÉE ELLE-MÊME. — Lemme. — Quelles que soient tes 
charges qui agissent dans une travée d'une poutre de section 
constante, à appuis tous de niveau, encastrée ou non à ses 
extrémités, les autres travées étant vides, pour obtenir direc- 
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le ment le moment de flexion au foyer de gauche de la travée 
chargée : 

1** Supposez enlevée toute la partie de la poutre placée 

à gauche de celle chargée; en d^ autres termes y supposez 

nul le moment de flexion sur l'appui gauche, il en résulte, 

m tous les points de la travée chargée, un moment de flexion 

JictifM. 

2" Exprimez que la résultante de forces fictives M' dx ap- 
pliquées aux divers éléments dx de la travée chargée passe pai 
son appui de droite. 

Les conditions i'^ et 'à.'' déterminent, en tous les points de la 
travée, le moment de flexion fictif ^l' \ au foyer de gauche^ ce 
moment de flexion fictif sera égal au moment de flexion vrai. 

La proposition analogue s'applique au foyer de droite. 

Soient (flg- .'^7, p. 173) A|_i A/-- // la travée chargée; F/ son 
foyer de gauche, et 

1, 2, 3, 4 

Jes lignes d^action des charges qu'elle porte. 

Soit 6/_j 1 .2.3. 4/>i la ligne représentative du moment de 
flexion M que cette charge y détermine, de sorte que les moments 
(le flexion M/-| et M/ sont représentés en grandeur et signe par 
les ordonnées A/_i ft/«i , A/fe,-, et le moment de flexion OFc/ au foyer 
F/ par l'ordonnée F/G/.. 

Dans la travée A/_2A/_, placée immédiatement à gauche de 
celle chargée et, par hypothèse, vide, la ligne rcprésenlalive est 
une droite passant (§ 36 i) par le foyer de gauche F/„, de cette 
travée, de sorte que c'est la droite fe/«i F/_| ^/_2. 

Si Ton vient à charger d'une manière quelconque les travées 
placées à droite de A/, cela modifiera le polygone 6/_i 1.2.3.4^1 
et la droite 6/_i 6/_2, mais (§ 358) de façon que le premier passe 
constamment par le point Gy et la seconde constamment par le 
point F|„4. La corde 6/„i bi passe elle-même constamment par ud 
point fixe «p/ placé sur la verticale de F/. 

Ainsi, pour trouver le moment de flexion 011/= F/G/ au foyer 
de gauche de la travée, il est permis de charger arbitrairement les 
travées à droite de A/. Or, on peut évidemment, d'une infinité de 
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manières, choisir ces charges de façon à obtenir sur rappui A, un 
moment de flexion arbitrairement donné, ou, si l'on veut, de façon 
à obtenir un tel moment sur Tappui A,_|, puisque, à cause de la 
fixité du point cp/, l'un de ces deux moments étant donné, l'autre 
s'ensuit. 

Choisissons les charges de façon à obtenir un moment de flexion 
nul sur l'appui A/_,. 

Fig. 37. 




Désignons par M' le moment de flexion en un point quelconque 
des deux travées considérées, sous l'influence de ces charges. Au 
point particulier F/, on aura M'= ^IL/. La ligne représentative du 
moment de flexion M', dans la travée A/_, A/, sera un nouveau po- 
lygone tel que A/_i l'2'3'i' 6 j- passant par le point A/_| et par le 
point fixe G/. Dans la travée A/.aA/.i, la ligne 6/_|F,._i sera rem- 
placée par A|_iF/_i, c'est-à-dire que les moments M' sont nuls 
en tous les points de cette travée. 

Ceci posé, appliquons aux deux travées considérées de la poutre, 
supposée portant les charges ainsi ajoutées, le théorème fonda- 
mental (§ 351). Comme la poutre est de section constante et que 
les trois appuis A/_2, A/_i, A/ sont de niveau, en vertu de ce théo- 
rème, si l'on applique, suivant les deux travées, des forces fictives 
M' dx, qu'on fasse la somme des moments de celles appliquées 
dans la travée de gauche relativement à A/_2 et qu'on divise cette 
somme par la longueur //_| de la travée, puis qu'on fasse la somme 
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(les moments de celles appliquées, dans la travée de droite, relati- 
vement à A/, cette seconde somme divisée par //, les deux quotients 
obtenus sont égaux. Or le premier des deux est identiquement 
nui; donc il en est de même du second, c'est-à-dire que la résul- 
tante des forces fictives M'rfx appliquées à la travée A,_| A/ passe 
par l'appui A/. 

Ainsi, en résumé, si une travée A/_i A/ est chargée d'une ma- 
nière quelconque, toutes les autres travées étant vides, pour avoir 
le moment de flexion en son fover de gauche F/, on peut supposer, 
en tous les points de la travée, des moments de flexion fictifs 
M'rfjT satisfaisant à cette double condition : 

i" Que le moment de flexion M' est nul sur Tappui de gauche; 

2** Que la résultante de forces fictives M dx passe par Tappiii 
de droite, ou que la somme de leurs moments relativement à cel 
appui soit nulle. 

Remarque, — Si les appuis A/_| et A/ n'étaient pas de niveau, 
leurs cotes étant )'/_| et iv, tous les autres appuis de gauche étant 
de niveau avec A/_| et ceux de droite avec A/, les raisonnements 
|)récédents montreraient que la même règle subsisterait, sauf que 
la diflerence des moments des forces fictives ^Y dx par rapport au 
point A|, au lieu d'être nulle, serait égale à E(>7_i — )/). 

Si la poutre était de section variable, c'est la diflerence des mo- 
ments des forces fictives -j dx qui aurait cette valeur. 

Une règle analogue s'applique au fover de droite. 

§ 366. 

DÉTEBMDTATIOH BU MOMEHT DE FLEXIOH BAH8 UHE TRiYÉE SEULE GHAR6ÉE. 

— Cette règle permet de trouver graphiquement le moment de 
flexion aux divers points d'une travée chargée, toutes les autres 
étant vides, par un procédé analogue à celui qui a été développé 
à l'occasion de la poutre à une seule travée encastrée à un bout 
et librement appuyée à l'autre (§ 317). Elle peut aussi se traduire 
ainsi : 

Théorème. — Quelles que soient les charges qui agissent 
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dans une travée \uiAi=^ li d^ une poutre de section constante 
à appuis de niveau^ encastrée ou non à ses extrémités^ toutes 
les autres travées étant laides, pour avoir le moment de Jl ex ion 
en un point quelconque de la travée chargée {fig- 38, p. ijo): 
i" Construisez un polygone funiculaire quelconque 

des charges agissantes 1, 2, 3, 4 [le polygone de ces forces 
n!est pas représenté)'. 

Fig. 38. 
Au J^ Fi F,:^ Ji^ Aj 




<^v^ 



2** Déterminez la hauteur h du triangle de base U équiva- 
lent à Vaire comprise entre ce polygone et sa corde oLi^iOLj, 
ainsi que la verticale y du centre de gravité de cette aire; 

3'' Portez sur les verticales des appuis les ordonnées 
^Uihut=ccihi=h; 

4** Joignez les points gi et g\ pris respectivement au tiers 
et aux deux tiers de la corde %u\ a/, aux points hux ^t hi et, 
par le point y où la verticale du centre de gravité coupe la 
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corde, menez des parallèles à ces deux lignes ; vous détermi- 
nerez sur les verticales des appuis, les points Zi^^ et Zi et les 
droites oLUiZi^ et <XiZi_i coupent les verticales des foyers en deux 
points fi et fi qui appartiennent à la ligne de fermeture, en 
sorte que le moment de flexion M en un point quelconque est 
le produit de l'ordonnée du polygone funiculaire comptée 
depdis cette ligne par la distance polaire. 

En effet, il résulte du théorème précédent que, si, par le point 
a/_.i, on mène une droite a/_,/| 3/ passant par le point// où laligne 
de fermeture cliorchée rt/_i Oi coupe la verticale du fojer de gauchi- 
et que Ton considère cette droite comme une ligne de fermeture, 
elle détermine des moments de flexion fictifs M', tels que la résul- 
tante de forces M' dx, appliquées aux divers éléments de la travée, 
passe par l'appui A/. 

Or chaque moment M' est, à un facteur constant près (la dis- 
tance pohiire), la différence entre l'ordonnée du polygone funicu- 
laire et celle de la droite ciu^Zi^ chacune de ces deux ordonnée 
étant comptée depuis la corde a/_, a/. Il faut donc que la résullaole 
d'une force descendante égale à l'aire comprise entre le polygone 
funiculaire et sa corde, et appliquée suivant la verticale du centre 
de gravité de cette aire et d'une force ascendante égale à Taire du 
triangle a/.i a/:?/ et appliquée en son centre de gravité, c'est-à-dire 
suivant la verticale g^ menée au tiers de la longueur de la travée ij 
partir de l'appui de droite, passe par cet appui, ou que la somme des 
moments de ces deux forces par rapport à ce même appui soit nulle. 

Donc, si aiZir= J^/, on doit avoir 

V, désignant la distance connue de la verticale v à celle A<; d'où 

3 

(1) 1 On aurait de même 



«/-1-/-1 — Çt'-i 



3/iY,_, /«Yi-i 
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Yi-i désignant la distance de y à la verticale A/.,, pour définir la 
droite a/5/_i qui coupe la verticale du foyer de droite au même 
point /[. que la ligne de fermeture. 

Les deux équations (i) justifient la construction indiquée. 

§367. 

GIS D'UHB GUBftE SnÉTBIClïïL — Théorème. — Si la charge que 
porte la travée seule chargée est symétrique par rapport à son 
milieu, pour avoir la ligne de fermeture et, par suite, le mo- 
ment de flexion en ses divers points : 

1° Prenez le pôle du polygone funiculaire oli^^ 1.2.3.4ai 
{fis- ^^î P- *7^) ^^'^ '^ perpendiculaire élevée au milieu de la 
longueur de la droite représentant le polygone des forces; 

2° Déterminez la hauteur h du triangle équivalent à ce po- 
lygone ; 

3° Sur les verticales des appuis, portez des longueurs 
'^U\Zu\=^iiZi=:^h, et les diagonales a/_, zieta^i 3/_, du rectangle 
^U\ ^iZu\ Zi déterminent les deux points fi^ fi^^^ '^ ligne de fer- 
meture, placés sur les verticales des foyers. 

En effet, si la charge est symétrique et si l'on prend le pôle du 
polygone funiculaire sur la perpendiculaire élevée au milieu de la 
longueur du polygone des forces, les points a/_4 et a/ sont de ni- 
\eau; le point y est au milieu de la corde a/_,a/; par suile, 

De plus, 

lizl^ = iiiziX ^ bLl2L =. l ou a,-,^, ,= %h =. ^iZi, 

§ 368. 

CAS B*UHE GUBaS UIirOBlIE BÉGHAHT SUR UHB TRiVÉE EHTltBE OU UME 
FRAGTIOH BE TBAVÉE, SEULE CHARGÉE. — Théorème. — Si la charge 
que porte la travée seule chargée A/_, A/^^ // est une charge 
uniformément répartie sur toute la longueur de la travée: 

1° Construisez {flg* Sg, p. 178) la parabole Xu^^ki, courbe 
II. 12 
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funiculaire de distance polaire d arbitrairement choisie, 
de la charge; 

•2° Joignez les appuis au sommet S de la courbe et vous ob- 
tiendrez deux droites qui contiennent respectivement les deux 
points fi et f\ de la ligne de fermeture répondant aux foyers. 

En effet, la hauteur h du triangle de base A/_i A, équivalent à 
Taire de la courbe funiculaire A,_, SA/, est ici 

Donc, en vertu du tht'orème précédent, 

ce qui établit la proposition. 

Kig. 39. 




6. Supposons, à présent, que la charge uniforme/? {fig- 3g bis) 
règne sur une partie seulement mn de la travée, par exemple sur 
le tiers de sa longueur à partir d^un point quelconque m, 

La charge totale p x mn sera appliquée au milieu de mn en c. 
SupposoBS qu'elle soit représentée par une longueur ab. Sur le 
milieu de ab menons une perpendiculaire sur laquelle nous pre- 
nons un pôle quelconque O. Le polygone funiculaire de la charge 
unique appliquée en c serait le coulour a/.|5a/, ayant ses côtés 
oLUiS et soLi parallèles aux rayons polaires Oa et Ob. 

Menons tes verticales mm' et nn' qui coupent ce contour en m 
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et n\ et construisons l'arc de parabole tangent en m' et n aux 
deux droites a/_|5 et 5a,-; par la façon dont nous avons pris le pôle, 
la corde m' n! est horizontale; le milieu i de la hauteur sC du 
triangle sm' n! est le sommet de la parabole ; on la trace donc faci- 
lement, et le polygone funiculaire de la charge uniformément ré- 
partie suivant mn est le contour mixtiligne a/^j m' in'oLi, 

Fig. 39 bis. 




Pour appliquer la règle générale du § 366, il faut trouver : 

i® La hauteur A du triangle de base // équivalent à l'aire com- 
prise entre ce contour et sa corde; 

a® La verticale du centre de gravité de cette aire. 

L'aire du segment de parabole ni' in' est 

J m' n' X il -= ^m n' x i' s. 

L'aire du triangle mixtiligne m'in's est le tiers de celle du 



triangle m n s, soit 



X m n . 
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La hauteur d'un triangle de base /, équivalent au triangle mix- 
tiligne est donc 

Si m'n' _ si' m' n' 



Si, comme nous le supposons, m'/i'= ^//, cette hauteur sera 

9 

Celle du triangle a/.i^a/ étant 5H, en prenant la même base, il 
s'ensuit que la hauteur cherchée h du triangle de base // équiva- 
lent à l'aire a/_i m' in'y.i est 



En général. 



/, = ,H-îi. 



, _, SI m n 

h -- s\\— —■ X —j— 



OÙ le second terme se déduirait de la construction d'une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes 5«', m'/i', //, dans le cas exception- 
nel où le rapport . - ne serait pas simple et numériquement 
donné. 

Soit ^4 le centre de gravité du triangle ai_|5a,-; le centre de gra- 
vité ^2 du triangle mixtiligne m' in' s est sur la ligne si! et aux | de 
cette ligne à partir de 5 (* ). 

L'aire de ce triangle et celle du triangle total étant dans le même 

rapport que les lignes — (généralement -r^ x — r— j et — -■> ou de 
celles -jr" etf5H, je porte sur l'horizontale g^ une longueur 
g2g'i^=' 1-5 H et sur celle g^ une longueur ^'^i^', ^^ ~r' i^ joins les 

extrémités g\ et g\, des deux longueurs ainsi obtenues, et le point de 
rencontre de la ligne g\^g\ avec la droite gxgi donne le centre de 
gravité G de l'aire mixtiligne a/_, m' i/i'oLj; la verticale de ce point 
coupe la corde oluiOLî en y, de sorte qu'on a les éléments néces- 
saires pour appliquer la règle du § 366. 



(' ) Ce résultai se dccluil aisément de celui du § 1-12, en appliquant le théorème 
«les moments au triangle mixtiligne considéré comme différence entre le triangle 
m'n' s et le segment de parabole. 
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Remarque. — Si la charge uniforme occupe une faible lon- 
gueur, le contour mixtiligne peut être confondu avec le triangle 
y-UiSOLiy c'est-à-dire qu'on peut remplacer la charge uniforme par 
sa résultante et procéder comme nous allons l'indiquer pour une 
charge unique. 

§ 369. 

CAS B'UHB GIAME UVICIUL — Dans le cas d'une charge unique ap- 
pliquée en un point C(Jig. ^o), le polygone funiculaire de dis- 

Fig. 4o. 




tance polaire quelconque d d'une charge donnée P est un triangle 
3t/.,Da/. La verticale yG de son centre de gravité se trouve 
immédiatement et la hauteur h est évidemment l'ordonnée CD 
du sommet du triangle comptée depuis la corde. 

Donc la construction générale (§ 366) se fait sans difficulté. On 
peut encore la simplifier ainsi : 

Thâoiieme. — Si une charge unique agit (Jig- io) en un 
point C d'une travée A/_, A,-, pour avoir le moment de flexion 
aux divers points de la travée : 

I® Construisez un polygone funiculaire quelconque oLutDoLi 
de la charge donnée; 
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a" Par son sommet D, menez une parallèle à sa corde de 
manière à former le parallélogramme aLu\ ^ihux hi; 

3" Par ce même sommet, menez des parallèles aux diago- 
nales de ce parallélogramme jusqu'à leur rencontre en ^/_, 
et Zi avec les verticales des appuis. 

Les lignes (iu\Zu\ et 0LiZi_x coupent les verticales des foyers 
aux points fi et fi appartenant à la ligne de fermeture. 

En effet, sî l'on joint les points a/_, et a/ respectivement aux 
points// et y][ où la ligne de fermeture inconnue coupe les verti- 
cales des foyers, et qu'on appelle Zi et zu^ les points où les droites 
^i-ifi et OLif^ coupent les verticales des appuis, l'équation géné- 
rale (i) du § 366 donne ici 

^ _ 3C'DXY, 



a/5| 



3C'DXY/-| 



où Y/_< et y/ désignent les distances du centre de gravité du 
triangle a/.., Da, aux appuis A/_< et A,-. Or on sait que la distance 
du centre de gravité d'un triangle à une droite est moyenne arith- 
métique des distances de ses trois sommets à cette droite. Donc, 
si A/_, C =: a est l'abscisse de la charge, on a 







3t/: 


= /,+ 


/,- « = 


.2/,- 


Par 


suite. 




3y,- 


-.-//H- 


■ a. 
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première 


donne 









a, 
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iCD- 


-C'Dx 








aC'D- 


-G'Dx 


Ai 
Ai- 


.c 

-.A,- 
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iCU- 


OLihiX. 


»»• 


,C' 



a/._, a/ 
ou, en appelant rie point d'intersection de la diagonale CLi_xhi 
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avec la ligne d'action CD de la charge, 

= 'Xihi'^- hiZi = a/5/. 

Remarque, — Il va de soi que, au lieu de prendre le polygone 
funiculaire a/_|Dxi quelconque, on peut le faire passer |>ar les 
points /V/_| el A/, de façon que sa cordf soit la droite Ayj., A, au 
lieu de celle a/_, a/. 

§ 370. 

FOmS D'nfFLOaOll DAHS UHE TBAYÉE seule CHABfttE. — Théorème. — 
Quelles que soient les charges qui agissent dans une travée 
(Vune poutre de section constante, à appuis de nii^eau, encas- 
trée ou non à ses extrémités, toutes les autres étant vides : 

1° Les moments de flexion sur les deux appuis de la travée 
chargée sont négatifs: 

2" Les moments de flexion aux deux foyers de cette travée 
sont positifs, ainsi qu^ entre les foyers ; 

3 " Le moment de flexion s'annule une fois, et une seule, 
entre chaque forer et V appui le plus voisin, en sorte que la 
flbre moyenne présente toujours deux points d* inflexion corres- 
pondants. 

Pour démontrer cette proposition, supposons d'abord qu'il 
n'agisse sur la travée considérée qu'une charge unique appliquée 
en C. 

Soient (//^'. /{o, p. 181) • 

J/-//Av el r'i-fil<h 

les ordonnées comptées depuis la corde a/_, a, des deux points 
fi elfl^ de la ligne de fermeture. Les triangles semblables yi^\kifi 
et a/_, %iZi donnent 





A/_, A/ 


Xi ■ 


-=-<î 


lême, 


7,- ,-.x-^ 
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et, à cause de (a), 

I — ('-7,)t'' 

(,,;.o'd(,.|)^. 



Connaissant les ordonnées des deux points// et //de la ligne de 
fermeture, on en déduit l'équation de cette droite. 

Son ordonnée ;' doit être telle que, pour x = m et j:- ;= wj, ellr 
devienne respectivement r =^ri et v ^y\ d'où 

(4) V = V/ — ; Vi—. • • 

Donc les ordonnées sur les appuis qui répondent à x = o 
et X = li sont 

; .>'/?«; — vji/i 

'•>''-'"«' - «}^^' 

ou, en remplaçant )'| et )'j par leurs valeurs (3), 
/ CV l) X Ui , \ , , 

(5,) ; ,' 

Ces deux ordonnées sont positives, car les deux seuls facteurs 
qui pourraient être négatifs sont les derniers. Or celui relatif à ji*a 
atteint sa plus petite valeur pour a = li, et elle est 

xu'i — s?]^ li 

ou, à cause de i] = // — //), 

3 a/ — 1 //, 

qui ne peut pas être négatif, le foyer F[. étant dans le tiers de 
droite de la travée, ce qui donne 

De même, la plus petite valeur du second facteur a lieu pour 
a = o et est 
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quantité qui ne peut pas être négative, le foyer F/ étant dans le 
tiers de gauche de la travée, d'où 

,.,4'. 

• Les moments de flexion M/.., et M/ sur les appuis sont respec- 
tivement 

r/ étant la distance polaire (qu'on pourrait supposer égale à l'unité 
de longueur) du polygone funiculaire a/_,Da/. Ils sont donc né- 
gatifs. 

De ce que les moments de flexion M/_| et M/ sur les deux appuis 
produits par une charge unique, quelle qu'elle soit, sont négatifs, 
il résulte que ceux produits par des charges en nombre quelconque 
sont aussi négatifs; car ces derniers sont les sommes des moments 
de flexion dus à chaque charge agissant si'parémcnt, c'est-à-dire 
des sommes de termes tous négatifs. 

Je dis maintenant qur le moment de flexion ;)rL/ = //G/ produit 
par la charge unique au foyer de gauche est positif. En ciïet, on a 

--jT - //G/ — A| G/ — A|//, 
ou 

kiCu—Vi 





on,- 
d 


ou, à cause de (3), 




^'^ ci 


-- kiO^ 



.m, , _ CD / a\ 



Or si, comme sur la figure, le point d'application C de la charge 
esta la droite du foyer //, c'est-à-dire si ///<::^a, les triangles 
a/-., giQi et a/_, C D donnent 

(8) ^,G/:^C'r) X - ' 

a 

Dans le cas contraire, si le sommet D du triangle a/., Da/ tom- 
bait à gauche de la verticale //G/, on aurait d'une façon ana- 
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logue 



Donc : 



1" Pour W|< a, 



DR/ 
ou 



quantité essentiellement positive; 
a" Pour f// > a, 

ou 

Or, comme le foyer F/ est dans le tiers de gauche de la tra^ée. 
on a 

et, à plus forte raison, 

"'- (^ -?;)(' -?;.)«'•• 

Le moment OnL/ relatif au foyer F/ produit par une charge 
unique, quelle qu'elle soit, étant positif, il l'est aussi pour un 
nombre quelconque de charges en vertu du principe de superpo- 
sition. 

On démontrerait la proposition de même pour le foyer de 
droite, que rien ne distingue d'ailleurs de celui de gauche. 

Ainsi, quelle que soit la charge, le moment de flexion passe du 
négatif au positif lorsque l'on passe d'un appui au foyer voisin. 
11 s'annule donc dans chacun des intervalles ainsi parcourus; 
d'ailleurs il ne peut s'annuler plus de deux fois, la droite de fer- 
meture cii^^aii^fig. 38, p. 175) ne pouvant couper un polygone 
funiculaire quoi qu'il soit, a/_, 1 .2.3. i a/, en plus de deux poinls. 
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parce qu'il tourne toujours sa concavité dans le même sens, et il 
en est de même d'une courbe 1 
verticales toutes de même sens. 



en est de même d'une courbe funiculaire relative à des charges 



§371. 

EXPRESSIOir AHALTTiaïï£ DU HOHCIIT DE FLEXIOH DAH8 UHE TBAVÉE FOR- 
TAKT UHE CHABftE UHiaUE, LES AUTBE8 TRAYÉES ÉTAHT VIDES. — Les 

ordonnées du contour ai_, Da/ {^fig- l\0^ p. i8i), comptées depuis 

la corde, étant multipliées par la distance polaire rf, donnent les 

moments de flexion |jl qui se produiraient sous Faction de la charge 

appliquée en G si la travée existait seule posée sur appuis simples. 

Or, si P est cette charge, on sait que le moment de flexion au point 

d'application G est 

F>a(/ — a) 

|x- -l ' 

soit 

paC/ — a) 

ce qui, à cause de (5,) et (6), donne, pour les moments de flexion 
sur les appuis. 



(lO) 



\ Ui — iii U\ hl 

* Ui — ui ir^ (il 



Par suite, le moment de flexion en un point quelconque esl 
M = ;a-^ kr-^r B, 

A et B étant deux constantes telles que, pour .r =: o et x — //, on 
ait respectivement 

M = M/_, et M = M,, 
d'oii 

D'ailleurs, on a 

/ Pa , 

\ Pour X < a JA r - - ( /^ — .r ) 

"»> '. „ p.' /.-g) 

Pour.r;: % JA — -. .r: 
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Les équations (lo), (ii), (12) donnent le moment de flexion 
en un point quelconque d'une travée portant une charge unique, 
toutes les autres étant vides, dès qu'on a déterminé les foyers de 
celte travée. 

§ 372. 

ACnOH D'UHfi GIARAE aUELCOHaUE MISSAKT DAH8 DHE TBAYÉE SEDU, 
SUB LA FOUTBB EHTIÉRL — Théorème. — Quelles que soient les 
charges agissant sur une traitée, les autres étant indes : 

1** Les moments de flexion sur les appuis de la travée char- 
gée et sur ceux qui les précèdent ou suivent de deux en deux 
sont négatifs, tandis qu'ils sont positifs sur ceux qui les pré- 
cèdent ou les suivent d^un nombre impair de rangs ; 

2** Jin valeur absolue, les moments de flexion sur les appuis 
successifs, placés de chaque côté de la travée chargée, vont en 
décroissant plus rapidement que les termes d\ine progression 
géométrique dont la raison serait ^. 

Considérons, par exemple {fig- 1 19, PL JTJïVfll), une poutre 
AoAe à sept appuis ou six travées. Admettons, pour fixer les idées, 
que son extrémité de gauche A© soit encastrée, l'extrémité de 
droite Aq étant un appui simple. 

On suppose que la travée A2A3 porte des charges quelconques 
1,2,3,4. 

Les moments sur les appuis de cette tra\ée sont négatifs et re- 
présentés par les ordonnées A2M2, A3M3. Par suile, la ligne re- 
présentative des moments de flexion est le polygone funiculaire 
Mjl .2.3.4M3 des charges données, passant par les points Mo 
et M3 et de distance polaire d, en supposant que les ordonnées 
A2M2 et AjiM, mesurées k l'échelle des forces, aient été prises 

, , , M, M, 
égales a -^, ^. 

Les lignes représentatives des moments de flexion dans les tra- 
vées vides sont des droites. Pour la travée AjA^, la droite passe 
par le point M3 et (§ 364) par le foyer de droite F'^. Elle se ter- 
mine en M»; joignant M^F'^, on aura la ligne représentative des 
moments de flexion sur la travée Ai^V^; elle coupe la verticale de 
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Tappui As en M5. Ce point devra être joint à Textrémilé Aa. On 
obtient de même les droites M2F2M1, M|F| Mq dont les ordon- 
nées représentent les moments de flexion dans les travées de 
gauche ; le point F| est au tiers de la travée de rive gauche à partir 
du point d'encastrement. 

On voit que les moments de flexion sur les appuis alternent 
de signes, et, comme ceux des appuis de la travée chargée sont né- 
gatifs, on a la démonstration de la première partie du théorème 
énoncé; d'ailleurs, les foyers étant dans les tiers extrêmes des tra- 
vées, la seconde partie du théorème s'ensuit : 

§ 373. 

COHBIHAISOHS DE GHABft£S DOHNAHT LES VALEURS EXTRÊMES DU MOMENT 
DE rLEnOH DAHS UHE SEGnOH aUELGOHaUE. — Thkoukmk. — Si, dans 
une poutre à n tracées, on suppose toutes les combinaisons 
possibles de charges soit sur une travée quelconque^ soit sur 
2,3, , , . , n — I traitées choisies arbitrairement, soit enfin sur 
les n travées; qu'on considère une travée déterminée, par 
exemple celle A|_, A/, égale à li, et qu'on la divise en cinq seg- 
ments qui, en allant de gauche à droite, sont (fig. 117, 
PL XXVII) : 

1** fi^i^hji compris entre l'appui de gauche et le point d'in- 
flexion de gauche (sj 370) de la travée considérée, supposée 
seule chargée ; 

^^^ ji¥i compris entre ce point d'inflexion et le forer de 
gauche; 

3" F,F^- compris entre les deux foyers ; 

4'' ^iji compris entre le foyer de droite et le point d'in- 
flexion de droite de la travée considérée, supposée seule 
en charge ; 

5" //A, compris entre ce point d'inflexion et l'appui de 
droite: 

a. Le maximum en valeur absolue du moment de flexion 
négatif sur l'appui de gauche et sur le segment adjacent 
^i-\ji se produit quand on charge ; i"* les deux travées conti- 
guës à cet appui, soit celles li et li^\\ 2" toutes celles qui pré- 
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cèdent la travée li_i d'un nombre pair de rangs, soit li_z, 
li_;,j . . .; 3° toutes celles qui suivent la travée U d^un nombre 
pair de rangs, soit li^^^ li^\^ • • • î 

b. Le moment de flexion maximum négatif {en valeur ab- 
solue) sur V appui de droite et le segment contiguj]\i^ si Von 
charge : i° les deux travées li et Z/^., contiguës à cet appui: 
a** toutes celles qui suivent ce dernier d^un nombre pair de 
rangs, soit //^j, //+5, ... ; 3° toutes celles qui précèdent li d'un 
nombre pair de rangs, soit li_t, //_»,...; 

c. Le maximum en tmleur absolue du moment de flexion 
négatif sur le segment j^ F/ se produit par les charges a ci- 
dessus spécifléesy moins celles de la travée considérée li\ de 
même le moment de flexion négatif maximum sur le segment 
j'^¥\ se produit par les charges 6, moins celle de la travée li\ 

d. Le maximum en valeur absolue du moment de flexion 
négatif dans le segment moyen ¥i¥\se produit quanti l'on 
charge les travées qui précèdent ou suivent celle considérée 
d'un nombre impair de rangs, soit li_^^ li_^, //^<, //^3, . . .; 

e. Le maximum du moment de flexion positif est produit, 
dans chaque segment, par la charge complémentaire de celle 
qui y produit le maximum en valeur absolue du moment de 
flexion négatif, c'est-à-dire en déchargeant les travées qui ont 
produit ce dernier et chargeant les autres. 

En effet, soît MuijiSj^Mi la ligne représentative du momenl 
de flexion dans la travée li chargée seule. Quelle que soit cette 
charge, les moments sur les appuis sont négatifs et les points y^ 
etyjsont compris entre les fojers et les appuis correspondants 
(§ 370). 

Si Ton charge //+i seule, le moment de flexion dans // sera n^ 
présenté par une droite passant par le foyer F/. Comme, d^ailleurs, 
le moment de flexion dû à cette charge sur Tappui A,- est négatif, 
cette droite aura une direction comme celle désignée par (i -pi), 
c'est-à-dire ayant ses ordonnées négatives à droite de F, et celles 
positives à gauche de ce point. Il en est de même des droites 
(i _l_ 3), . . ., qui représentent les moments de flexion dus au\ 
charges des travées de droite prises deux à deux à partir de i"-h i, 
et toutes ces droites passent par le foyer F/. 
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Les charges sur les appuis qui suivent / -h i d'un nombre im- 
pair de rangs donnent sur Tappui A/ des moments positifs, et 
comme les droites représentatives des moments de flexion que ces 
charges font naître dans la travée considérée passent par le 
foyer F/, elles auront la disposition indiquée par les droites (/-h '2), 

('■-+-4), ••••_ 

Denaême, si Ton charge les travées //_<, //_a, . . , elles donnent 
des moments positifs sur Tappui A/_|, et, comme les droites qui 
représentent les moments qu'elles font naître dans la travée pas- 
sent par le foyer FJ, elles ont la disposition indiquée parles lignes 
{i — 0> (' — ^)» ^^ contraire, les moments dus aux charges des 
travées //_2, //_'» sont représentés par des droites telles que {i — 2), 
(i — 4)î • • • î passant par le foyer F^., mais ayant leurs ordonnées 
positives à gauche de ce point. 

Ceci posé, en vertu du principe de la superposition des eflels 
élastiques des charges, pour avoir en un point quelconque le mo- 
ment de flexion dû à la charge simultanée d'un nombre quel- 
conque de travées, il suffit de faire la somme algébrique des mo- 
ments que chacune de ces travées chargée seule ferait naître au 
point considéré. 

Donc, pour obtenir le plus grand moment positif qui puisse se 
produire en un point, il faut charger toutes les travées qui, char- 
gées isolément, donneraient en ce point des moments positifs et 
laisser les autres vides; car, si l'on supprimait la charge sur 
l'une des premières, on supprimerait une portion positive du mo- 
ment et on le diminuerait; si, au contraire, on chargeait une des 
dernières, on ajouterait une quantité négative et on le diminuerait 
encore. 

Au contraire, pour avoir le moment maximum négatif (en va- 
leur absolue), il faut charger toutes les travées qui, chargées isolé- 
ment, donneraient un moment négatif en ce point et laisser les 
autres vides. 

De là résulte immédiatement le principe des charges complé- 
mentaires. De là et de l'inspection de la figure résultent aussi de 
suite les propositions a, 6, c, rf (*). 



(') Nous avons indiqué cette application du principe de la superposition en 1861 , 



19» ' 2* SECTION. — CHAP. VII. 

§ 374. 

GOHBIHAISOHS DE GHABftES aUI FRODÏÏISEHT LES VALEURS EmtBES H 
L'EFFORT TRAHGHAinr DAHS UHE SEGTIOH aUELCOHaUE. -< Théorème. - 
Entre l'appui de gauche d*une travée et le point où l^ effort 
tranchant dû à la charge de cette travée seule, les autres étant 
vides, s'annule, le maximum de V effort tranchant positif et le 
maximum^ en valeur absolue, de Vefforl tranchant nî^gatif 
ont lieu respectivement pour les mêmes charges que celles qui 
produisent les maxima analogues du moment de flexion sur 
rappui considéré. 

Entre V appui de droite et le même point, le maximum po- 
sitif de l'effort tranchant se produit pour les charges qui 
donnent le maximum négatif (en valeur absolue) du moment 
fléchissant sur V appui considéré, et vice versa. 

Comme pour les moments de flexion, le principe de la super- 
position des effets élastiques des forces montre que, pour oblcnir 
le maximum positif de l'effort tranchant en un point, il faut 
charger toutes les travées qui sont telles que chacune d'elles 
étant chargée seule, fournirait en ce point un effort traochanl po- 
sitif et laisser les autres vides; que, de môme, pour obtenir le 
maximum en valeur absolue de Teffort tranchant négatif en un 
point, il faut, au contraire, charger ces dernières et laisser le< 
premières vides. De là résulte pour les efforts tranchants, comnit 
pour les moments fléchissants, le principe des charges complé- 
mentaires consistant en ce que, pour avoir le maximum négatif. 
il faut charger les parties qu'il a fallu laisser vides pour obtenir le 
maximum positif, et vice versa. 

Ceci posé, l'effort tranchant en un point est la dérivée, prise en 
signe contraire, du moment fléchissant en ce point, ou le coeffi- 
cient angulaire pris en signe contraire de la tangente à la ligne 
dont les ordonnées, comptées depuis Taxe des x, représentent la 
flexion. 



étant élève à l'Ecole des Ponts et Chaussées, ainsi que Al. Bresse a bien touIu I^ 
rappeler dans son bel Ouvrage sur cette matière. 
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Soit {^fig^ wj^ PL AAVII) SH Tordonnée maxima de la 
ligne (i) dont les ordonnées comptées ainsi représentent les mo- 
ments de flexion dus à la charge de la travée quelconque /|, toutes 
les autres travées étant vides. Quelles que soieilt les charges, cette 
ordonnée est positive, puisque, d'une part, la ligne (/) présente 
partout sa concavité du même côté (comme étant une courbe funi- 
culaire de charges verticales toutes de même sens) et vers le haut 
en vertu de nos conventions sur les moments positifs, que, d'autre 
part, elle coupe Taxe x\/_i A/ en deux points (§ 370) seulementy/et 
//, de sorte qu'entre ces deux points les ordonnées sont positives. 

Considérons la portion de la travée placée à droite de SH. 

Les coefficients angulaires des tangentes à la courbe (/) [ou des 
côtés du polvgone (i) si c'est un polygone] dans cette partie de la 
travée sont négatifs; il en est de même des coefficients des lignes 
(/ — 2), (/ — 4)» •••» d'une part, et de celles {i -h 1), (i-\- 3), . . ., 
d autre part. 

Au contraire, les coefficients angulaires des lignes (1 — i), 
(/" — 3), ..., d'une part, et (/+ 2), (i-h4); ••., d'autre part, 
sont positifs. 

Donc les charges, sur les travées t et 1 4- i , sur celles qui suivent 
i -h I d'un rang pair ou qui précèdent / d'un rang pair, fournissent 
des efforts tranchants positifs, et toutes les autres, des efforts 
tranchants négatifs. Par suite, pour avoir l'effort tranchant positif 
maximum dans toute section comprise entre H et A/, on doit 
charger les premières et laisser les dernières vides. Or, c'est 
aussi (§ 373) ce qu'il faut faire pour obtenir le maximum en valeur 
absolue du moment fléchissant négatif sur l'appui A/, ce qu'il 
fallait démontrer. 

Le principe des charges complémentaires établit de suite la 
proposition pour cette même partie de la poutre, en ce qui touche 
le maximum en valeur absolue de l'effort tranchant négatif. 

On établirait de même la proposition énoncée en ce qui touche 
la partie A/., H. 

§375. 

COHBIHAISOirS DE GHABAE8 DOUHAKT LES VALEURS EZTB£ME8 DES BtlG- 
TI0M8 DES APPUIS. — Tuéoheme. — Les combinaisons de charges 
qui donnent le maximum positif et le maximum négatif, en 
II. i3 
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valeur absolue, de la réaction d'un appui sont respectivement 
les mêmes que celles qui donnent le maximum positif et le 
maximum négatifs en valeur absolue, du moment fléchissant 
sur cet appui. 

Observons que certaines charges peuvent donner des réactions 
descendantes sur certains appuis, c'est-à-dire tendre à soulever la 
poutre au-dessus de ces appuis ; d'autres, des réactions ascendantes, 
(^es dernières, qui se produisent, en général, seules dans la pra- 
tique sont, d'après nos conventions sur le sens positif de la ver- 
ticale, négatives, de sorte que ce qui est intéressant praliqnement. 
c'est le maximum négatif, en valeur absolue, de la réaction des 
appuis; mais la proposition énoncée est générale. 

Soient R/ la réaction positive ou négative d'un appui A/; T/ 
Teffort tranchant un peu à gauche de cet appui, ou (^fig* 117, 
PL XXV II) dans la travée A/_,A/, infiniment près de A,; 1^ 
relTort tranchant un peu à droite de A/, ou dans la travée A|Ai^.i 
infiniment près de A/. Par la définition même de TefTort tranchant 

t; = t,- K/ ou r,.= t;~t, = t;-+-(-t,). 

Je dis que ce sont les mêmes charges qui produisent le maxi- 
mum positif de T) et le maximum en valeur absolue de — T, el, 
par suite, le maximum positif de R/, et que ces charges sont pré- 
cisément celles qui produisent aussi le maximum positif du mo- 
ment de flexion sur A/. 

En effet, en vertu du théorème du paragraphe précédent : 
1" le maximum positif de T^- qui est considéré près de l'appui de 
gauche de la travée A|A/_|., a lieu pour les charges qui produisent 
le maximum positif du moment fléchissant sur l'appui A,; i^ le 
maximum négatif, en valeur absolue, de ï/qui est près de l'appui 
(le droite de la travée A/..! A/ a lieu aussi pour les charges qui 
produisent le moment de flexion maximum positif sur l'appui A^. 
ce qu'il fallait démontrer. 
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B. INFLUENCE DE LA DÉNIVELLATION DES APPUIS. 

§ 376. 

EFFET DE LA DIFFÉRENCE DE NIVEAU DE DEUX APFUIS CONSÉCUTIFS SUB 
LA TRAVÉE aUE FORMENT CES APFUIS. — Théorème I. — Dans une 
poutre de section constante, encastrée ou non et dépourvue de 
toute charge, si deux appuis consécutifs A,_i et A, ne sont pas 
de niveau, tous les appuis de gauche étant de niveau avec celui 
A/_| et tous les appuis de droite étant de niveau avec celui Ail 

i^ La droite représentative du moment de flexion dans la 
travée A/_4 A/ présente toujours une inclinaison de même sens 
que la ligne A|_<A/ elle-même, de sorte que le moment de 
flexion sur V appui le plus élevé est toujours négatif et le 
moment de flexion sur r appui le moins élevé, toujours positif , 

2" Le point O oà la droite représentative du moment de 
flexion coupe la fibre moyenne {ou point d'inflexion de celle- 
ci) est indépendant de la différence de niveau des deux appris. 

Il divise la travée en deux segments proportionnels aux 
deux segments extrêmes A/_|F/ et A/ F/ déterminés par les 
deux foyers de la travée. ' 

Considérons {fig^ 120, fig. lao bis, PL XJlVIII) : 

1° La travée A/_i A/ dont les appuis présentent les cotes j^/_, et 
yi rapportées à une horizontale supérieure, tous les appuis de 
gauche étant à la cote yi^t et ceux de droite à la cote j^î 

2" La travée immédiatement à gauche de la précédente. 

La poutre étant dépourvue de toute charge, la ligne représen- 
tative du moment de flexion dans chaque travée est une droite; 
soit M|_|M/ cette droite pour la travée A|_, A,-. Pour celle qui la 
précède, ce sera la droite M/_|F|_,M/_2 passant (§ 358, th. I, 
Rem. ) par le foyer de gauche F/_j de cette travée. 

Appliquons le théorème des deux moments aux deux foyers 
F|_i et F/; Téquation (2) du § 356 donnera, en changeant i 
en i — F, et observant que, comme il n'y a pas de charges, on ^ 
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a/_, = el [A/ = o, 

Oli/_i et D\li étant les moments de flexion aux deux fovers. Mais 
OT^^i^i = o; donc 

D'ailleurs, toutes les travées étant vides, Téquation (i5''') du 
§ 356 donne, en changeant i en i — i , 

"'- =-'"•'( /.-. -^—TT-) 

ou, comme ici î'i_2 ^^Vî-^k^ 

II' r i?i /^''~ '^''-» 



d'où 

(») ^l^i = — ttOv— jv-i)"i. 

On trouverait de même, en appliquant le théorème des deux 
moments au fojer de droite ¥\ de la travée non de niveau et à 
celui F^v^, de la travée suivante, 

pour le moment de flexion OK] au foyer de droite F)-. 

Nous avons donc ainsi deux points OIL, et 0\L\ de la droile 

On voit que, si ^'«>^/_i, c'est-à-dire si le point A, est le plus 
bas, ,Tl/ est négatif et Ofc)- est positif (yî^. 120); c'est l'inverse si 
le point A, est le plus élevé (y?^. 110 bis). Et, comme nous portons 
les moments positifs de haut en bas, la droite M|_i M/ est toujours 
inclinée dans le même sens que celle A/_| A/. D'autre part, si 
est le point où cette droite coupe la ligne A/^i A/, on a 

OA,-t _ OFV _ F/.m^ _ _ iîL' - ?i/ _ ^f-^^i 

oxi " ôf;. v'iDTi'i ~ ûWi ~ i»; ~ "fTâT' 

ce qui établit la seconde partie de la proposition. 
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§377. 

POm HEUTBB ET HOMEHTS SUR LES iPPUIS. — Le point O de chaque 
travée qui ne dépend que des dimensions de la poutre et peut être 
construit dès qu'on a déterminé les foyers pourrait être nommé 
le point neutre de cette Iravée. 

Ce point déterminé, les triangles semblables OA,_iM/_| et 
OF|0îl/, d'une part, et ceux OA/M| et OF^OliLi-, d'autre part, 
donnent pour les moments de flexion sur les appuis 

§378. 

ACTIOH D'HUE BIFFÉBERGE SE NIVEAU SE SEUX iPPUIS SUR LA POUTRE 
EmÈRE. — Théorème. — Quelles que soient les charges qui 
agissent sur une poutre de section constante, encastrée ou non 
à ses extrémités, le moment de flexion positif que produisent 
les charges sur un appui quelconque A, et sur la portion de la 
poutre comprise entre cet appui et les deux foyers limitrophes 
F's ^^ ^s^\ se trouç^e augmenté ou diminué par la différence 
de niveau de deux appuis consécutifs particuliers A|_< et A/ 
selon les conditions ci-après indiquées : 

1° Dans la portion de la poutre que Von parcourt en che- 
minant du point neutre de la traitée A,_, A/ vers son appui le 
plus élevé^ selon que V appui A, est séparé du point neutre par 
un nombre impair ou un nombre pair d"* appuis {ce dernier 
poussant être zéro); 

2° Dans la portion de la poutre que l'on parcourt en chemi- 
nant du point neutre de la travée A|_< A,- vers son appui le 
moins élevé, dans le ca^ inverse^ c'est-à-dire selon que V appui 
A, est séparé du point neutre par un nombre pair {comprenant 
zéro) ou un nombre impair d'* appuis; 

3** La valeur absolue du moment de flexion négatif se 
trouve accrue dans les portions de la poutre où le moment po- 
sitif se trouve diminué et vice versa. 
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Les /ig. 120 et 120 bis (PL JCXVIll) indiquent la disposiliou 
des lignes représentatives du moment de flexion dû à la différence 
de niveau de deux appuis consécutifs, abstraction faite de toute 
charge. On voit que ces moments sont positifs dans le cas 1" qui 
vient d'être spécifié, négatifs dans le cas 2°. 

Supposons maintenant que la poutre soit chargée; en vertu du 
principe de superposition, les moments positifs ou négatifs donl 
il vient d'être parlé viennent s'ajouter à ceux, quels que soient 
leurs signes, dus à la charge. 

De là résulte que, si ces derniers sont positifs, ils sont aug- 
mentés dans le cas i**, diminués dans le cas 2", et, s'ils sont négn- 
tifs, ils sont, au contraire, augmentés, en valeur absolue, dans le 
cas 2^ et diminués dans le cas 1°, ce qui établit la dernière partie 
du théorème. 

§379. 

SÉimnnJiàTIOHS les plus défavorables. — Supposons que les dé- 
nivellations des appuis soient involontaires et dues uniquement à 
des erreurs de nivellement ou de pose, ou à des tassements des 
supports ou de la fondation, etc. Le constructeur ne sait pas alors 
dans quel sens elles se produisent ; il lui appartient d'apprécier 
leur limite supérieure. Il peut être amené à admettre que la plus 
grande différence de niveau de deux appuis consécutifs peut être, 
par exemple, de o™,oi ou de o™,oi5, ou d'une fraction déterminée 
Tô¥ô> T5*dô5 • ' • de la portée d'une travée. Il y a intérêt alors à 
savoir quelle est la combinaison des différences de niveau qui pro- 
duirait en un point donné le plus grand moment de flexion positif 
et la valeur absolue du plus grand moment de flexion négatif. 

Sil'on veut éviter tout mécompte, le premier devra être ajouté 
au maximum positif, le second au maximum négatif produit par 
les diverses combinaisons de charges (§ 374). 

Or du théorème établi au § 378, et notamment de ce que les 
lignes représentatives des moments de flexion dus à la dénivella- 
tion d'une travée sont inclinées dans le même sens que celle 
travée, résulte immédiatement celui-ci : 

Théorème. — Le maximum du moment de flexion positij 
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dans une travée quelconque A,_i A,-, dû aux dénivellations 
possibles des divers appuis se produit : 

a. Sur V appui A/_| et dans la partie A|_|F/ de la poutre 
comprise entre cet appui et son foyer de gauche, lorsque 
V appui considéré A/_|, tous ceux qui le précèdent et tous ceux 
qui le suivent de deux endeux^ c'est-à-dire Ai_^j A/_5, ..., 
Ai+i, A/^s sont aussi bas que possible et tous les autres aussi 
élevés que possible; 

b. Entre le foyer F, et le point neutre O de la travée consi- 
dérée lorsque ; 

I** L'appui Ai_i ; 

a** Tous ceux qui le précèdent de deux en deux, A|_s, 
A|_5, ... ; 

3** Tous ceux qui suivent V appui A/ de deux en deux, soit 
A|+2, A|.j.,, A/^o» • • • > sont aussi bas que possible, tous les autres, 
soitAi_2f A/_,, ..., Ai^if A/^3, ..., étant aussi élevés que possible; 

c. Entre le point neutre O de la travée considérée et le foyer 
de droite FJ, lorsque : 

i^ L'appui Ai'j 

2** Tous ceux qui le suivent de deux en deux, soit A/^s, 
A|^.4 , . . . ; 

3** 7^ous ceux qui précèdent Ai_i de deux en deux, soit Ai_2, 
A|_5, . . . sont aussi bas que possible, tous les autres, soit A/^i, 
Ai.j.j, . . . A|_i, A|_2, A|'_4 étant aussi élevés que possible; 

d. Entre le foyer de droite F] et l'appui de droite A/ lorsque 
cet appui et tous ceux qui le précèdent ou le suivent de deux 
en deux sont aussi bas que possible et les autres aussi élevés que 
possible. 

§ 380. 

BtTEBHIHATIOH SE LA ftEAlDEUR DES VAUURS EZTBfillES BU MOMEHT DE 
FLEXIOH PBODUIT PAB LA BânVELLATIOir DES APPUIS. — On sait déter- 
miner par les formules (i), (i'), (2) des §377 et 378 les moments 
de flexion produits par une dénivellation donnée de deux appuis 
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consécutifs sur les deux appuis et, par suite {Jig^ 120 et 120 6/5, 
PI, XXVIll)^ sur toute la poutre. 

Déterminant ainsi la ligne représentative qui répond à la déni- 
vellation de chaque travée, si plusieurs travées sont inclinées à la 
fois, le moment de flexion qui en résulte en chaque point s'oh- 
tient en superposant les moments dus à chaque inclinaison consi- 
dérée séparément. 

11 suffît de faire ces sommes pour les combinaisons indiquées 
par le théorème précédent. 

On peut d^ailleurs observer que, si une dénivellation change de 
sens sans changer de grandeur, les moments de flexion aux divers 
points de la poutre ne font que changer de signe sans changer de 
grandeur. 

§381. 

VALmmS EXTRÊKES DES EFFORTS TBAMGHAHTS PRODUITS PAR LA Sâri- 
VELLATIOH DES APPUIS. — En observant que Teffort tranchant dans 
chaque travée {fig^ is«o et 120 bis, PL XXVIII) est le coeffi- 
cient angulaire changé de signe de la ligne représentative du 
moment de flexion, on voit que, si une travée A/_| A/ seule prô- 
senle une dénivellation : 

i" L'efl'ort tranchant dans cette travée est positif ou négatif 
selon que Tappui de droite est plus ou moins élevé que celui de 
gauche; 

•i" Que les efforts tranchants (dont la valeur est d'ailleurs con- 
stante dans toute l'étendue de chaque travée) change de signe 
d'une travée à Tautre. 

De là, la proposition suivante : 

Théorkme. — Les maxima positif et négatif de V effort tran- 
chant dans toute V étendue d'une travée donnée, produits pcir 
la dénivellation des appuis, ont lieu dans les mêmes circon>- 
stances que les maxima analogues du moment de flexion sur 
l* appui gauche de cette travée. 
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§ 382. 

VALEUBS EXTBÊHES DES BÉAGTIOHS DES APPUIS PRODUITES PAR LA DÉNI- 
VELLATIOHDES APPUIS. — Théorème. — Le maximum positif et la 
valeur absolue du maximum négatif de la réaction d\in 
appui se produisent dans les circonstances oii se produisent le 
maximum positif ou la valeur absolue du maximum négatif 
du moment de flexion sur cet appui. 

Cette proposition se démontre comme celle du § 376. 
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CHAPITRE VIII. 

SOLUTION GRAPHIQUE DES PROBLÈMES USUELS RELATIFS AUX POUTRES 
CONTINUES DE SECTION CONSTANTE SOUMISES A DES CHARGES 
FIXES. 

§ 383. 

BEGIERGHE ftBAPmaïïE DE DEUX POOTTS GOBBESPOHDAnS. -- Pro- 
blème I (préliminaire). — Étant donné un point quelconque 
d^ une poutre, construire son correspondant dans une des deux 
travées voisines. 

Soient (Jiff» 4ij P- 2o3) A/.^ A|-= // et A|A|^, = /j^i deux 
travées contiguës. Dans Tune d'elles on prend un point F/ qui 
peut être quelconque ; on demande de trouver son correspondant 
F|_j.i dans la travée voisine. 

Si r,== F|A/ et Ui^i = Fi^iAi désignent les distances des deux, 
points à Tappui commun des deux travées, on a, par la définition 
même des points correspondants (§ 337), 

n n 

qui permet de résoudre analjtiquement le problème posé. 

Pour le résoudre graphiquement, on peut suivre la marche 
ci-après : 

I® Divisez les longueurs de chacune des deux travées en trois 
parties égales; soient C/ et B/^i les points de division les plus 
voisins de l'appui commun A/. 

2** Prenez C/H/= A|B/_j.i et par le point H,- menez une droite de 
direction arbitraire qui coupe les verticales des points C/ etB/^i 
en deux points Ci et è/^i . 

3** Joignez le point donné F/ au point c/ jusqu'à la rencontre de 
cette ligne avec la verticale de l'appui A/ en a/. 

4" Joignez enfin ce dernier point au point ô/^i ; l'intersection 
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de la ligne ainsi obtenue avec la fibre moyenne donne le point 
cherché F/_j.i. 
En eiTet, par construction, on a 



d'où 
d'où 



Ci A/ = -- » A/ B/4.1 = — ^ ; 
C/B/H_, = - — — ^ el C/H/= A/BiH-i = - - j 



3 



Par suite, les deux triangles semblables C/C/H, et B/^i 6|^i H/ 
donnent 

B|-n bj^ x _ {/_ 

C|C/ //+.! 

Pig. 4». 



<^) 



r --' / I I 









eue 



D'autre part, si Ton pose, pour abréger, Aiai= z, les deux 
triangles semblables F/C/Ci et Yikiai donnent 



z F/ A/ Vi 



CiCi 



-'{-è} 



Par les triangles semblables A/a^F/^i et B/^, 6/^, F/^,, on trou- 
vera de même, en appelant ui^t la distance A/F/^i, 



«'-^--^(sfe^-)- 



En divisant membre à membre les deux dernières équations, 

B/4-l^/-»-l 3M/4-I 
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qui n'est autre que Téquation (i) à laquelle doivent satisfaire 
deux points correspondants. 

Remarque /. — Si c'était le point F/^i qui fût donné, on 
mènerait F/_j.i bi^\ qu'on prolongerait jusqu'en rz/, sur la verticale 
de A/, et l'on conduirait la droite a/C/qui déterminerait le point F/. 

Remarque II. — Dans la pratique, les seules lignes qu'il soit 
nécessaire de tracer effectivement en dehors de celle donnée 
A/A|^.| .sont les deux verticales C/Ci et B/^i fri+iî car, de la ligne 
CilA^ibij^y^ il suffit de marquer les amorces qui définissent les 
points Ci et fr/+<; de même, de Fiaai, il suffit de marquer Ta- 
morce qui définit ai et enfin, de a/F/_j.i 6/4.1, il suffit de marquer 
l'amorce qui donne le point F/^i . 

§384. 

DÉTEBHUfATIOir GRAPEiaUG DU MOMEHT DE FLCUOH MAXIMini PODBim 
GHARftE PEBIEAIIEIITE ET DIVERSES GOMBIHAISOHS DE SURCSABGE. — Pro- 
blème II. — Une poutre à cinq traitées dont les ouvertures 

sont 

AoA,=;^/i = 3o'", 

Aj A3 = l^=z j8™, 
A3A,= /,= 32'", 
AiA5-/5=33™ 

est simplement appuyée en son extrémité de gauche A© et en- 
castrée en son extrémité de droite A5 (* ). 

Elle porte une charge permanente p uniformément répartie 
sur toute sa longueur et une surcharge p' également uni/orme^ 



(') Pour comprendre tous les cas, on a supposé une extrémité simplement 
appuyée, l'autre encastrée, et Ton a pris d'ailleurs les données numériques arbi- 
. traires. • 
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mais pouvant régner sur un nombre quelconque de travées, 
c^est'à'dire de toutes les manières possibles, sur une, deux, 
trois, quatre travées ou enfin sur les cinq travées à la fois. 

On demande de déterminer le plus grand moment de flexion 
qui puisse se produire dans chaque section sous les actions 
réunies de la charge permanente et de toutes les combinaisons 
possibles de la surcharge. 

Pour résoudre ce problème, nous ferons successivement les 
opérations suivantes : 

1° Choix de Téchelle des longueurs et détermination des deu\ 
foyers de chacune des travées de la poutre ; 

2° Choix de l'échelle des forces et détermination des moments de 
flexion qui se produisent sur les deux appuis de chaque travée, 
lorsqu'elle est seule chargée 5 

3"^ Détermination des moments de flexion qui se produisent 
dans toute la poutre, lorsque chaque travée est chargée seule; 

4° Détermination du maximum positif et du maximum négatif 
(en valeur absolue), du moment de flexion dans chaque section, 
sous l'influence des diverses combinaisons possibles de surcharge, 
abstraction faite de la charge permanente; 

S"" Détermination du plus grand des deux maxima ci-dessus; 

6° Détermination, en chaque point, du moment fléchissant dû 
à la charge permanente seule ; 

7° Détermination définitive du moment maximum, en chaque 
point, sous les actions réunies de la charge permanente et de la 
surcharge. 

i« Choix de Téchelle des longueurs et déteroiination des foyers d'une 
poutre. — Pour résoudre ce premier problème, on aura toujours, 
que les extrémités de la poutre soient encastrées ou appuyées, 
ou Tune encastrée, l'autre simplement appuyée, à faire les opéra- 
tions suivantes : 

a. Représenter la fibre moyenne {fig> A, PL AA'IJT) à une 
échelle convenable. Ici la poutre a une longueur totale de 21 3"'. 
Nous avons adopté l'échelle de 1"*"* par mètre, ce qui lui donne, 
sur l'épure, une longueur Aq A3 = 2 1*^", 3 ( * ). 

(*) Nous avons pris celte échelle pour ne pas dépasser la largeur des Planches; 
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6. Marquer les positions des appuis intermédiaires A^, Aa, Aj, 
A,. 

c. Diviser chaque travée en trois parties égales, ce qui donne 
les points de division B|,C| pour la travée n** 1 à partir de la 
gauche; BjjCa pour la travée n° 2, et ainsi de suite, et mener les 
verticales de ces points de division, .ainsi que les verticales des 
appuis. 

d. A partir du point de division C| de la première travée, le 
plus voisin de Tappui A^, porter vers la droite une longueur 
C<II| = A,B2; à partir du point Cj, une longueur CaHa^Aalii*, 
à partir de C3, une longueur CsHj^: AsB» ; à partir de C|, une 
longueur 64114 = A^Bg. (On aurait pu commencer par B5 et 
porter 65114 = A4G4, BtlI^^AjCs, ...: on eût obtenu les 
mêmes points Hi, II2, .. .). 

e. Par le point H|, mener une droite de direction arbitraire qui 
détermine sur les verticales des points C| et Bj les points c^ et b^\ 
par le point Hj, une droite de direction arbitraire qui détermine 
sur les verticales des points C2 et B3 les points €2^ 63, et ainsi de 
suite. 

/. Ceci posé, le point Aq étant ici un appui simple, les foyers 
de gauche sont les correspondants de ce point uii-même. 

Pour les obtenir, menez A^^Cy jusqu'à sa rencontre en a^ avec 
la verticale de Tappui A, ; puis a, ^2 q^i donne le foyer de 
gauche F, de la travée n° 2; menez F2C2 jusqu'à sa rencontre 
en «2 avec la verticale de l'appui A2; puis, a^bz qui donne le foyer 
de gauche F3 de la travée n° 3; menez F3C3 jusqu'en «3, et ainsi 
de suite. 

Si Textrémlté Aq était encastrée, les foyers de gauche seraient 
(3o8) les points correspondants dé B,. Il faudrait, dans ce cas, par- 
tir de ce dernier point, le joindre à C|, ce qui déterminerait le 
point ai au lieu de a^ ; joindre a, 62» ce qui déterminerait le 
point cp2 au lieu de F2, comme foyer de la travée n° 2 ; mener ^^c^, 
au lieu de F2C2, et ainsi de suite ; on voit que, sauf pour la travée 



dans la pratique, il serait préférable d'adopter l^échelle de a"" ou tout au moins 
i»«",5 par mèlrc. 



FftOliLÈliES USUELS RELATIFS AUX POUTRES CONTINUES. 207 

n° 1 OÙ le fover serait B| au lieu de A©, les nouveaux foyers se- 
raienl très voisins de ceux répondant à Textréuiité libre. 

Pour déterminer les foyers de droite, on procédera de même 
en commençant par la droite. 

Comme Tappui Aj est ici yn encastrement, le point C5 est le 
foyer de droite F', de la travée n° o; on le joindra à 65, ce qui dé- 
termine le point d^ : en joignant d^ à c», on obtient le foyer F'^ de 
la travée n** 4; joignant F'^ à 64, on obtient le point a', qui, joint 
à Cj, détermine le foyer F',, et ainsi de suite. 

'i? Choix de l'échelle des forces et détermination des moments de flexion 
snr les appuis de chaque travée seule. — Supposons que la sur- 
charge p* agisse successivement sur chaque travée, toutes les 
autres étant vides et la charge permanente étant supprimée; ad- 
mettons de plus que cetie surcharge soitl'unité de force, c'est-à-dire 
soit de i*"^ ou d'une tonne suivant l'unité de force adoptée; sup- 
posons que ce soit la tonne, en sorte que nous admettons d'abord 
t|ue/?'= I*. 

Il s'agit de déterminer les moments de flexion sur les appuis de 
la travée chargée. 

On devra choisir^ l'échelle des forces et la distance polaire de 
façon que l'épure n'ait pas de dimensions exagérées dans le sens 
vertical. 

Or les lignes représentatives des moments de flexion sont des 
polygones ou courbes funiculaires des charges données, de dis- 
tance polaire arbitrairement choisie d^ et les ordonnées de ces po- 
lygones mesurées à l'échelle des forces Sont les rapports -r des 
moments de flexion m la distance polaire. D'ailleurs le rapport —. 

d'un moment à une longueur est une force. Ainsi, les grandeurs 
que ces ordonnées auront sur l'épure ne dépendent pas de l'é- 
chelle des longueurs, mais seulement- de celle des forces. D'autre 
part, quelle que soit cette échelle et quelque grands que soient 
les moments de flexion M, on peut toujours prendre la dis- 
tance polaire rf, laquelle est, au contraire, mesurée à l'échelle des 

M 

longueurs, assez grande pour que les ordonnées -7 n'aient pas 

des hauteurs exagérées. 
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Inversement, si Ton choisit la dislance polaire d'après des 
convenances particulières, on peut toujours adopter une échelle 
des forces telle que ces ordonnées restent dans les limites quel'on 
désire. 

Si, comme il arrive fréquemment, les travées intermédiaires sont 
toutes égales entre elles et que les deux travées extrêmes soient 
elles-mêmes égales entre elles, il est commode de prendre la d\^- 
tance polaire égale à la demi-longueur des travées intermédiaires 

Ici, où les données sont arbitraires, il est préférable de la prendre 
égale à un nombre simple d'unités de longueur. 

Pour se rendre un premier compte des dimensions de Tépure, 
on peut considérer le moment de flexion maximum qui se pro- 
duirait sous la charge uniforme considérée d'une tonne par mètre 
courant, au milieu de la plus grande travée, si elle existait seule 

posée sur appuis simples. Ce moment est égal à - > si / est la lon- 
gueur de cette travée. le /= 78'", soit, en nombre rond (puisqu'il 
ne s'agit que d'un simple aperçu), /= 80, d'où -- = 800, ell'or- 
donnée correspondante serait — = -^- tonnes, c'est-à-dire que le 

moment cherché serait celui d'une force de — ,- tonnes avant un 

a 

bras de levier de d mètres. 

L'échelle des ordonnées la plus commode est celle des lon- 
gueurs, soit de i'*^"* par tonne. L'ordonnée à cette échelle serait 

donc -~.~ ou, si l'on prend d = 5"', ~ , soit de o"*, 16, ce qui est 

admissible. 

On aurait la même longueur pour cette ordonnée si Ton trou- 
vait plus commode de doubler l'échelle des forces en doublant eu 
même temps la distance polaire, c'est-à-dire si l'on représente la 
tonne par une longueur de 2""" et que l'on prenne la distance po- 
laire de 10"; c'est ce que nous ferons, afin de ne pas envisager le 
cas particulier où les échelles des longueurs et des forces sont le> 
mêmes et aussi parce qu'une distance polaire de 5"* serait repré- 
sentée par 5™"* seulement, ce qui est trop faible. 

Ainsi, si M est le moment de flexion en un point, rordoniice 

correspondante est — tonnes, soit -- = -r- millimètres. 
* 10 ' 10 j 
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Inversement, chaque ordonnée mesurée en mîllimèlres doit 
être multipliée par 5 pour donner le moment de flexion exprimé 
en tonnes-mètres. 

Ceci posé, la charge totale sur une travée de longueur / est de 
/ tonnes qui, sur un poh-gone des forces, seront représentées par 
une longueur de 2 / millimètres. 

La demi-charge sera donc représentée par / millimètres, c'est- 
à-dire par la longueur de la travée, relevée sur l'épure. 

A partir d'un point o {Jig- o^ PL XJCLY) portons sur une ver- 
ticale les longueurs oai = AoA,, oa2=AiA,, ... et sur une 
horizontale la longueur oO égale à la distance polaire. Cette 
distance, étant de 10", est représentée par o™, 01. 

Si chaque travée existait seule, posée sur appuis simples, le 
moment de flexion y serait représenté, au facteur d près, par l'or- 
donnée de la parabole passant par les deux appuis de la travée et 
ayant le point O pour pôle. 

Menons les rayons Oa^, 0^2» • • •; chacun d'eux est parallèle à 
l'une des tangentes extrêmes, à la parabole correspondante. 

D'un point pris au quart de la longueur de chaque travée à 
partir de son appui de gauche, menons {Jig- A) une parallèle 
au rayon correspondant de ^^Jiff» a. 

Nous déterminerons sur les verticales des milieux des travées 
les points K^, K2, K3, .... Ces points sont les sommets des para- 
boles funiculaires de pôle O passant par les appuis de chaque 
travée, ces courbes étant renversées, c'est-à-dire les ordonnées 
positives étant portées au-dessus de l'axe des x. 

Joignons chacun des points Ki, K2, . . . aux deux appuis de la 
travée à laquelle il se rapporte, et menons les ordonnées des 
foyers jusqu'à leurs rencontres en f[\ /a, /j'; /,, /,' ; . . . avec les 
droites K|Ai ; K2A1, K2A2; K3A,, K3A3, . . .; nous déterminons 
dans chaque travée (§ 368) la corde de la ligne représentative du 
moment de flexion dans cette travée lorsqu'elle est seule chargée, 
toutes les autres étant vides; les deux points d'intersection de 
chaque corde avec les verticales des deux appuis de la travée 
à laquelle elle se rapporte donnent les moments de flexion sur 
ces appuis, lorsque cette travée est seule chargée. 

Nous désignons par Aq et 1 les points ainsi déterminés dans la 
travée n' i; par 2, 2 les deux points ainsi déterminés dans la 

n. ,4 
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travée n" 2, et ainsi de suite, c'est-à-dire que les ordonnées des 
deux points 2 représentent les moments de flexion sur les deux 
appuis de la travée n** a, lorsqu'elle est seule chargée. 

S"" Tracé des lignes représentatiyes du moment de flexion lorsque chaque 
travée est seule chargée. — Les tracés préliminaires qui précèdenl 
étant faits, il nous parait convenable, pour éviter toute confusion, 
d'en reporter les résultats, c'est-à-dire les appuis/foyers et points 1 ; 
2, 2; 3, 3; ... sur une nouvelle figure {Jig> B, PL AAJC). 

La ligne représentative du moment de flexion dans une travée 
chargée, par exemple celle n® 3, sous Tinfluence de la charge d'une 
tonne par mètre (les autres étant vides), est la parabole, coarbe 
funiculaire de distance polaire d de cette charge, cette courbe 
étant assujettie à passer par les deux points 3, 3. Elle est donc 
parfaitement déterminée. La ligne 33 est sa corde, tandis que la 
ligne A2 A3 à partir de laquelle se comptent les ordonnées est sa 
ligne de fermeture. Mais les ordonnées comptées depuis la corde 

représentent (§ 194), au facteur ^ près, le moment de flexion [jl 

qui se produirait si la travée existait seule posée sur appuis 
simples. Donc, la courbe passe par le point H, obtenu en portant 
à partir du milieu h de chaque corde 33, la verticale /«H égale à 
l'ordonnée du point Ks {Jig- A, PL XAIX), On obtient de 
même les points H des autres travées, en reportant les ordonnées 
des points K^, K2^ la tangente au point H de la travée A2A3, par 
exemple, est parallèle à la corde 33. On peut donc facilement 
tracer la courbe [voir Noie III bis y t. I). Mais ces paraboles sont 
de même forme pour toutes les travées (§ 196), de sorte que, si 
on le désire, on peut en tracer un patron. 

Tracé du patron de parabole. — Supposons [fig- D, PL JCJCLÏ] 
qu'on veuille tracer un patron ABS dont la corde AB, perpendicu- 
laire à l'axe jS de la courbe, ait une longueur donnée, par exemple 
o^joS, ce qui dépasse celle de la plus grande travée. On devra 
supposer une charge uniforme de i tonne appliquée suivant AB 
et tracer la courbe funiculaire de dislance polaire <i, le pôle 
étant sur la perpendiculaire élevée au milieu de la longueur du 
polvgone des forces, puisque la courbe doit passer par les points 
A et B symétriquement placés par rapport à l'axe. 
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A Téchelle [fig* d) la demi-charge totale sur AB est repré- 
sentée par oa = AB = o",o8; Oo = o™,oi: menons O a. Parle 
point/, milieu de As, menons iS parallèle à Oa, nous aurons le 
sommet S de la courbe. On peut, par|suite, la tracer facilement 
{voir Note III bis susmentionnée du t. !)(*). 

Application du patron. — Supposons qu'à Taide du patron on 
veuille tracer la courbe relative à la travée n** 3, c'est-à-dire la 
parabole d'axe vertical passant par les points 3, 3 {fig» B, 
PL JCXX), On fera mouvoir le patron, son pourtour passant con- 
stamment par les deux points 3, 3, jusqu'à ce que son axe soit 
vertical : on obtiendra la courbe tracée en traits discontinus fins. 

Si l'on veut la déterminer plus exactement, on tracera sur le 
patron deux cordes faisant avec l'axe le même angle que la ligne 33 
l'ait avec la verticale. En joignant leurs milieux, on a le diamètre 
conjugué à ces cordes. Ce diamètre coupe le patron en H'. 

On prendra sur lui H'/i'= HA^ en menant par le point h' une 
parallèle aux deux cordes, on aura les points 3', 3'. Il faudra ap- 
appliquer le patron de façon que les points 3', 3', H' coïncident 
respectivement avec les points 3, 3, H de l'épure. 

On aura ainsi, soit par tracé direct, soit à l'aide du patron, les 
cinq paraboles tracées {fig* B, PL Jl^JCJl) en pointillé : 

AoHi, 2H2, 3H3, 4H4, 3H5. 

Comme vérification, elles doivent toutes couper la ligne A1A5 
en deux points placés dans les segments extrêmes des travées qui 
déterminent les foyers (§ 370). 

. Ces courbes tracées, pour avoir la ligne représentative du mo- 
ment de flexion qui se produit, dans toute la poutre, lorsque chaque 
travée est chargée seule, par exemple, lorsque la travée n" 3 est 
seule chargée, on joindra l'extrémité de droite 3 de la parabole 
3 II 3 au foyer de droite F'^; l'intersection 3 de la ligne ainsi ob- 
tenue avec la verticale A4, au foyer de droite F'^ jusqu'à sa ren- 
contre en 3 avec la verticale A5. 

Au contraire, l'extrémité 3 de gauche de la parabole est jointe au 



(*) Comme il a été observé plus haut, nous avons pris une échelle des lon- 
gueurs un peu pelitc pour ne pas excéder les dimensions de la Planche. C'est ce 
qui explique la forme un peu pointue du patron. 
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foyer de gauche F2 ; l'intersection 3 de la ligne ainsi obtenue avec 
la verticale A, , au foyer de gauche de la travée n® i , lequel foyer 
est ici l'extrémité Ao elle-mcme, puisqu'elle n'est pas encastrée. 
On obtiendra ainsi le contour Ao(3).3H3.3.3; on obtiendra 
de même les contours 

AoHl.(i).l(i).l(i).l(i); Ao2H2.(2).2(a).2(2); .... 

Les ordonnées du premier fournissent les moments de flexion 
dans toute la poutre lorsque c'est la travée n** i qui porte la 
charge; celle du second, lorsque c'est la travée n** 2, etc. 

4» Détermination du mazimum positif et du mazimum négatif, en valenr 
absolue, du moment de flexion dans chaque section, sous l'influence des 
diverses combinaisons de surcharges, abstraction faite de la charge per- 
manente. — En vertu du principe de superposition, pour avoir le 
maximum positif, il sufGt, en chaque point, d'ajouter les ordonnées 
qui, en ce point, sont positives, c'est-à-dire, suivant nos conven- 
tions, celles qui sont au-dessous de l'axe Aq A5. 

De même, pour avoir le maximum négatif, il suffît d'ajouter 
•toutes les ordonnées négatives. 

Occupons-nous des premières. En commençant par la gauche, 
on voit que, entre Aq et le point où la parabole AqHI coupe Taxe 
des Xf les ordonnées positives sont celles de celte courbe et des 
droites (3) et (5). En les ajoutant, on obtient la parabole marquée 
(1, 3, 5)5 c'est la courbe des moments de flexion résultant de la 
surcharge exercée simultanément sur les travées n*** 1. 3 et 5. 

Cette parabole est toujours identique à celle du patron en vertu 
du théorème du § 192. On peut donc se borner à en déterminer 
l'extrémité P^ par addition bout à bout des ordonnées des lignes 
(1), (3), (5) et la tracer au patron. 

A partir du point où la parabole A^Hl passe au-dessus de l'axe 
Ao A5, il ne reste comme ordonnées positives que celles des droites 
(3) et (5), ce qui détermine la portion de droite (3, 5) obtenue 
par l'addition de ces ordonnées et indique que, dans cette partie 
de la travée, le maximum positif du moment fléchissant s'obtient 
en chargeant les travées 3 et 5, toutes les autres restant vides. 

Cette même charge produit le maximum positif dans la travée 
n" 2 jusqu'au point où la parabole 2H2 coupe l'axe des x. A partir 
de là et jusqu'au foyer F2, l'ordonnée de cette courbe, étant positive 
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vient s'ajouter à celles des droites (3) et (5), ce qui donne l'arc de 
parabole (2, 3, 5) dû à la surcharge exercée sur les travées n**' 2, 3, 5 
et très voisin d'une portion de droite. 

A partir de Fj, les ordonnées des droites (3), (5) deviennent 
négatives; celle de la droite (4), au contraire, devient positive et 
jusqu'en F'^ les ordonnées de la parabole (2) et de la droite (4) 
sont seules positives, ce qui donne l'arc de parabole (2, 4)- 

En F2, l'ordonnée de la droite (i) devenant positive vient s'a- 
jouter aux deux autres et l'on a la courbe (i, 2, 4) jusqu'au point 
où la parabole (2) passe au-dessus de l'axe des x. Alors on ob- 
tient la droite (i, 4)- 

En poursuivant, on obtient pour le maximum positif en chaque 
point l'ordonnée du contour tracé au-dessous de l'axe des x en 
traits et points alternés. 

Du reste, les charges qui donnent le maximum en chaque point 
sont celles spécifiées par les théorèmes du § 373, qui trouvent ainsi 
leur application, et, en les appliquant, on évite la discussion. 

On obtient, de même, le maximum négatif qui est dû en chaque 
point à la charge complémentaire de celle qui donne le maximum 
positif. 

Le contour dont l'ordonnée représente ce nouveau maximum 
est placé au-dessus de l'axe Aq A5 ; il est, en partie, formé de traits 
et points alternés, en partie, formé de lignes pleines, par la raison 
qui va être indiquée. 

5"" Détermination du plus grand des denxmaximaci-dessas. — Ce qui 
importe, c'est d'avoir en chaque point le plus grand moment 
fléchissant en valeur absolue. Il suffit donc, parmi les deux 
contours qui viennent d'être tracés, de conserver en chaque point 
celui dont l'ordonnée est la plus grande. 

A cet effet, on cherchera, ce qui se fait à vue, le compas à la 
main, les points où les ordonnées des deux contours sont égales. 
Ces points jsont définis par la verticale pi pi dans la travée n" 15 
par les verticales P2P2) P2 ^'2 P^ur la travée n® 2 ; par celles ^3^3, 
PaP'sî P*?^*y P5P5 pour les suivantes. 

Dans la travée n° i, à gauche de la verticale Pi/3|, c'est le con- 
tour inférieur, et à droite c'est le contour supérieur qu'il faut 
conserver. 
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Mais il est plus commode de rabattre le premier autour de Taxe 
des J7, de façon à Tamener lui-même au-dessus de cet axe; comme 
les ordonnées sur la verticale ^\^t sont égales, le point ^^ au- 
dessous de l'axe viendra coïncider avec celui qui est au-dessus; 
on formera ainsi, dans toute la travée n° i, le contour tracé en 
lignes pleines au-dessus de Taxe, et c'est l'ordonnée de ce contour 
qui donne, en chaque point, le moment maximum en valeur absolue 
que l'on cherche. 

On formera de même ce contour pour les autres travées. 

e*" Détermination du moment fléchissant dû à la charge permanente 
seule. — Tout ce qui précède suppose que la surcharge par mètre 
courant est de i'^^ ou, plus généralement, est égale à l'unité de 
poids, laquelle est représentée à l'échelle que nous avons adoptée 
par Yô d^ miHimètre. 

Admettons d'abord que la charge permanente soit aussi égale à 
l'unité de poids par mètre et représentée à la même échelle. 

La charge permanente régnant sur toutes les travées à la fois, 
en vertu du principe de superposition, pour avoir le moment de 
flexion qu'elle produit en un point, il suffit d'ajouter les ordonnées, 
en ce point, tant positives que négatives, des contours (i), (2), 
(3), (4), (5) ou plus simplement de faire la différence entre l'or- 
donnée donnant le maximum positif et celle donnant le maximum 
négatif en ce point. On obtiendra ainsi, dans chaque travée, une 
nouvelle parabole toujours de forme identique à toutes celles déjà 
tracées, en différant seulement par la position. 

Aux points qui répondent aux verticales Pi Pi, P2?2> t^^^'n • • • 
la somme algébrique de toutes les ordonnées qu'on a à ajouter est 
évidemment nulle. Ce sont donc là les points où les nouvelles 
paraboles coupent la ligne Ao A5. Et, comme leur axe est vertical, 
l'axe de chacune est la verticale passant par le milieu de la distance 
de ses deux points d'intersection avec la droite Ao A5, lorsqu'il y 
a deux points d'intersection, ce qui ici n'arrive pas nécessairement 
comme cela a lieu pour les paraboles AqHI, 2H2, .... 

En tous cas, par addition d'ordonnées, on détermine soit autant 
de points de ces courbes que l'on désire, soit deux points, ce qui 
suffît pour les tracer au patron. 

7"» Détermination définitive du moment mazimnm en chaque point sous 
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les actions réunies de la charge permanente et de la surcharge. — 
l^'ordonnée du contour relatif à la charge permanente étant, en 
chaque point, la somme algébrique des ordonnées de toutes les 
lignes (i), (2), (3), (4), (5), ou, ce qui revient au même, la somme 
algébrique de l'ordonnée du contour relatif au maximum positif 
des moments de flexion et de celle relative au maximum négatif 
est nécessairement partout de même signe que la plus grande 
de ces deux dernières ordonnées, c'est-à-dire de même signe que 
l'ordonnée du contour tracé en lignes pleines au-dessus de l'axe 
A, A,. 

Donc, si la charge et la surcharge par mètre courant sont l'une 
et l'autre égales à l'unité de poids, pour avoir en chaque point le 
moment maximum dû à l'une et à l'autre, il suffit de mesurer en 
ce point l'ordonnée du contour plein supérieur et l'ordonnée 
relative à la charge permanente et d'en faire la somme arithmé^ 
tique. 

Pour faciliter cette addition, il est commode de laisser les para- 
boles qui représentent les moments dus à la charge permanente 
en place, là où leurs ordonnées sont positives, c'est-à-dire là où 
elles sont au-dessous de Taxe A0A5 et de rabattre autour de cet 
axe les autres parties. On forme ainsi le contour, en lignes pleines, 
placé au-dessous de l'axe et, en chaque point, le moment fléchis- 
sant maximum qu'on cherche définitivement est l'ordonnée verti- 
cale comprise entre les deux contours pleins. 

Supposons qu'en un point la grandeur absolue de l'ordonnée 
du contour inférieur (charge permanente) soit de y millimètres, 
Tordonnée analogue aussi en valeur absolue du contour supérieur, 
de y millimètres. Le moment de flexion maximum, dans l'hypo- 
thèse où la charge permanente et la surcharge sont l'une et l'autre 
égales à l'unité de poids, serait numériquement égal à 

Z±2L ^d=^^^^ X 10 = 5(7 H-/). 

Le dénominateur 2 vient de ce que les ordonnées j' et j' doivent 
être mesurées à l'échelle des forces, laquelle est de 2™°* pour 
l'unité de force. 

Supposons à présent que les charge et surcharge par mètre 
soient respectivement p et/?' unités de poids. 
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Il est clair que le moment de flexion dû à la charge permanente 
sera 5 x /> xj>' et le moment maximum dû à la surcharge, 

de sorte que le moment définitif sera, si, comme nous le supposons, 
y et y ont été mesurées en millimètres, 

M = 5{py -^'- p'y) tonnes-mètres. 

§ 38o. 

MOMEHTS DE FLEXION POUR DES GHABfiES DOWHÉES. — Problème III. 
— Déterminer, pour la même poutre, le moment de flexion 
dû, en un point quelconque, à des charges uniformes dtf 
Pi tonnes par mètre sur la travée n" i et pi, p^^ p^, p^ tonnes 
sur les travées /i"* 2, 3, 4? '>• 

Pour résoudre ce problème, il n'est pas nécessaire de faire les 
opérations 4 "1 5", 6" et 7" du paragraphe précédent. Après avoir 
fait celles 1", 2® et 3', on devra, au point considéré, mesurer les 
ordonnées jKnV2j ^'si^^^JKs des moments produits en ce point 
par Tunité de charge régnant sur la travée n** 1 seule, sur celle 
n° 2 seule, etc., en ayant soin de faire précéder du signe -|- celles 
de ces ordonnées qui sont au-dessous de A0A5, et du signe — 
les autres; nous appelons j'<,jv'2) • • • ces ordonnées en grandeur 
et signe mesurées en millimètres. Le moment cherché sera en 
tonnes-mètres 

§386. 

VALEURS EXTRtHES DE L'EFFORT TRANGHAirT POUR UNE CHARGE PERKA- 
NENTE ET DIVERSES COMBINAISONS DE SURCHARGE. — Problème IV. — 
Déterminer, pour la même poutre, le maximum en valeur 
absolue de V effort tranchant dû à la charge permanente p et 
à la surcharge p' , 

Comme pour les moments de flexion, on devra chercher d'abord 
TefTort tranchant produit en chaque point de la poutre par une 
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charge de i' par mètre, régnant sur chaque travée seule. Pour 
résoudre le problème, on observera que refforl tranchant en 
chaque point est la dérivée prise en signe contraire du moment 
de flexion;- de là, comme aussi du § 199, il résulte : i"que dans 
une travée chargée Teffort tranchant est l'ordonnée d'une droite 
inclinée et que toutes ces droites ont même inclinaison, de sorte 
que, l'ayant déterminée pour une travée, il suffît d'en connaître 
un seul point dans chacune des autres; 2^ que dans les travées 
non chargées, l'eflbrt tranchant est constant ou l'ordonnée d'une 
horizontale. 

Si T est Tefl'ort tranchant en un point, on a 

dx' 

Or, si y est l'ordonnée de la ligne représentative du moment de 
flexion en ce point, mesurée à l'échelle des forces, on a 

M =j' X d; 
d'oii 

T=-rfxJ^ 
dx 

où rfx, ainsi que rf, est mesuré à l'échelle des longueurs et dy à 
l'échelle des forces; mais il revient au même de mesurer dj et dx 
aune échelle commune quelconque et de regarder rf comme repré- 
sentant une force. 

D'après cela, supposons la travée n** 3 seule chargée, de sorte que 
la ligne représentative du moment de flexion dans toute la poutre 
est le contour Ao(3)3(3)3H3(3)3(3)3(/^. B, PL jrjTJT). 

Considérons d'abord la travée chargée. Soient as, a, les points où 
la parabole 3H3 coupe la ligne A2 A3. Le point 83, milieu de ol^ a',, 
répond au sommet de la courbe, c'est-à-dire au point où la tan- 
gente est horizontale. Donc, au point S3, l'efl'ort tranchant est nul. 

D'ailleurs, si i^ est le milieu de asSa et qu'on joigne /jSa, on 
obtient une parallèle à la tangente en 0L3, Prenons l'abscisse i^/x 
égale à 10™" et menons l'ordonnée kk' de la droite ^'383; mesu- 
rons ArA' aussi en millimètres. On trouve kk' = 5o™" ; d'où 

dy __ kk' _ 5o _ 
dx *~ 13X: ~ 10 ~ 



2l8 2* SECTION. — CHAP. VIII. 

La distance polaire desl de lo""*, ce qui, à l'échelle des forces, 
représente 5 tonnes. 
Donc 

T = — rtx -.- = — a X ^— r = — :> X 5* = — ii tonnes. 

Représentons {/ig- G, PL XXX^) : i** les travées, 2° les projec- 
tions S|, S2) ... des sommets des paraboles relatives à chaque 
travée chargée seule, 3° les points où ces courbes coupent Taxe 
des abscisses. 

Pour la travée n" 3 et par le point 7.^ corrélatif sur \^Jig* G d'un 
de ceux où la parabole 3 II 3 coupe la fibre moyenne, nous devrons 
(si nous conservons^ pour représenter les efforts tranchants, 
Téchelle des forces adoptée dans le tracé des moments de flexion) 
porter de bas en haut (sens des ordonnées négatives) une ordonnée 
égale à aS tonnes, soit 5o™"; nous aurons ainsi un point 0*3 de 
la ligne représentative de l'effort tranchant dans la travée n® 3 
lorsque celte travée porte l'unité de charge, toutes les autres étant 
vides. Celte ligne passant d'ailleurs par Sj et étant une droite est 
la ligne T3S3, dont nous appelons 3 les points d'intersection avec 
les deux appuis de la travée. 

Dans les autres travées, les droites analogues s'obtiennent immé- 
diatement. Par les points 84 , 82,84, S5, analogues à S3, on mènera 
des parallèles à 3 83 3, ce qui donnera les lignes 

II, 22, 44, 55, 

représentant dans chaque travée l'effort tranchant dû à l'unité de 
charge parmètre régnant dans cette travée, lorsque les autres sont 
vides. 

Lorsque la travée n° 3 est seule chargée, l'effort tranchant dans 
une autre travée, par exemple celle n® 2, est constant dans toute 
l'étendue de celte travée et égal au produit du coefficient angulaire 
de la ligne (3) de la^?^. B de cette travée par<i= 5 tonnes changé 
de signe. 

Prenons donc {fig- B), à partir du point F2, une longueur F2A' 
arbitraire, par exemple de 20"", et menons l'ordonnée h^k! de la 
ligne (3). 

Le coefficient angulaire de la droite est négatif et égal fi 
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— » A' A' étant, comme FoA', mesuré en millimètres, etreflbrt 

tranchant sera 

. h'k' ^ h'k' h'k' î7,5 

T = -4- a X = 5 X = — — = -~- tonnes environ, 

20 20 4 4 

Il l\ mesuré en millimètres. 

Portant de haut en bas {fig» G) une longueur égale à -^> 

puisqu'une tonne est représentée par 2"'™, Thorizontale 33 obtenue 
représentera l'effort tranchant dans la travée n** 2 sous l'unité de 
charge par mètre agissant dans la travée n^ 3. On aura de même 
des horizontales 33 dans les travées n*'* 1,4? 5, ce qui fournit 
les efforts tranchants dans toute la poutre lorsque la travée n" 3 
est seule chargée; des horizontales 22 représentant les efforts 
tranchants lorsque la travée n° 2 est seule chargée, etc. 

Comme vérification, on observera que, si une seule travée est 
chargée, l'effort tranchant change de signe, d'une travée à sa voi- 
sine. 

Si l'on ajoute en chaque point toutes les ordonnées positives, 
on aura le contour répondant au maximum positif des efiorls 
tranchants. 

Il se compose dans chaque travée de deux portions de droite, 
l'une horizontale, l'autre inclinée. Il est représenté en traits et 
points alternés. 

De même, on obtient le contour relatif au maximum négatif. 

On détermine dans chaque travée le point où les ordonnées de 
ces deux contours sont égales. 

On ne conservera dans chaque partie de la poutre que celui des 
deux contours ayant les ordonnées les plus grandes et l'on repor- 
tera ces ordonnées au-dessus de la ligne A0A5, ce qui donne le 
contour plein supérieur. 

Pour avoir les efforts tranchants dus à une charge permanente i , 
il suffit d'ajouter algébriquement en chaque point toutes les or- 
données tant positives que négatives des contours provenant de la 
charge de chaque travée prise isolément, ou, ce qui revient au 
même, les deux ordonnées relatives au maximum positif et au 
maximum négatif. 

On obtient ainsi, pour chaque travée, une droite inclinée passant 
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par le point de celte travée où les ordonnées dont il vient d'être 
parlé sont égales. Comme toutes ces droites sont d'ailleurs paral- 
lèles à celles déjà tracées, on n'a pas à en déterminer d'autre 
point. 

On a rabattu les portions de ces droites placées au-dessus de 
A0A5 autour de cette ligne, ce qui a fourni le contour plein infé- 
rieur formé, dans chaque travée, de deux portions de droite éga- 
lement inclinées sur la verticale. 

Cela étant, si y est l'ordonnée du contour inférieur, mesurée 
en millimètres et^ celle du contour supérieur mesurée de même, 
l'effort tranchant maximum en chaque point de la poutre qui 
pourra se produire sous les actions réunies de la charge et de la 
surcharge sera 

T = dipjr-^pY) = Sipy-^p'y'), 
y et >•' étant, ainsi que/> et/?', des nombres essentiellement positifs. 

§ 387. 

TALEUB8 EXTBtMES DES RÉAGnONS DES APPUIS. — Problème V. — 
Déterminer les réactions maxima des appuis résultant de la 
charge permanente et des surcharges. 

L'épure précédente donne : 

I** Le maximum positif de reffort tranchant dû aux surcharges 
seules immédiatement à droite de chaque appui et son maximum 
négatif immédiatement à gauche. Faites la somme arithmétique 

de leurs valeurs. Soit pour un appui quelconque r cette somme 
exprimée en millimètres (pour l'appui de rive gauche, le second 
terme delà somme est zéro; pour l'appui de rive droite, c'est le 
premier qui est nul); 

a® Le maximum négatif de l'effort tranchant dû aux surcharges 
seules, immédiatement à la droite de chaque appui, et son maximum 
positif immédiatement à gauche. Soit, pour le même appui r, la 
somme de ces valeurs absolues. 

Soit, d'autre part, pour cet appui, rp la valeur absolue du 
nombre qui représente en chaque point la différence des efforts 
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tranchants des deux côtés de chaque pile dus à une charge perma- 
nente. 

Le maximum positif, qui puisse se produire dans la réaclion de 
fappui considéré sous l'influence de la charge permanente p et de 

la surcharge /?', est (§ 375) 

+ 
io(/?'r— /?rp). 

SI cette quantité est négative, cela Indique qu'il ne peut se pro- 
duire que des réactions négatives, c'est-à-dire ascendantes. C'est 
ce qui doit toujours avoir Heu dans la pratique. La charge perma- 
nente doit être assez grande pour que la poutre ne tende nulle 
part à se soulever au-dessus d'un appui, les appuis n'étant pas 
généralement disposés de façon à pouvoir résister à un tel efl'ort. 

Le maximum négatif est de même, en valeur absolue, 

\o{p'r-^prp). 

C'est lui qui donne la valeur de la réaclion maxima ascendante 
de chaque pile ou culée et, par 'suite, de la pression que celle-ci 
supporte. C'est ce maximum qu'il est utile de connaître. Le pre- 
mier n'esta déterminer que pour vérifier qu'il est négatif. 

§ 388. 

GA8 OU LES APPUIS NE SOIT PAS DE HIYEAÏÏ. — Nous donnons plus 
loin (§ 411 ), dans le cas plus général où la poutre est de section 
variable, un moyen graphique de déterminer l'influence de la déni- 
vellation des appuis sur les moments de flexion et, par suite, sur 
les efl^orts tranchants et les réactions des appuis. 

§ 389. 

CAS DE GHARSES ISOLÉES OU DE GHABOES UNIFORMES RÉGNANT SUR DES 
FRAGTIONS DE TRAVÉES. — Nous avons développé la méthode gra- 
phique que nous employons dans le cas de charges uniformes ré- 
gnant sur des travées entières; mais elle s'applique à des charges 
isolées en nombres quelconques ou à des charges uniformes ré- 
gnant sur des fractions de travées seulement. 
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La déterminallon des foyers reste la même, quelles que soient 
les charges; d'autre part, la recherche des moments de flexion dus 
aux charges, quelles qu'elles soient, régnant dans une travée seule, 
toutes les autres étant vides, se fait par la méthode très simple 
des § 365 et suivants. S'il s'agit de charges uniformes régnant sur 
des fractions de travées seulement, on utilisera la marche indiquée 
au § 368; ayant les moments de flexion produits par les charges 
de chaque travée supposée seule chargée, on en déduit, par de 
simples additions, ceux produits par les charges régnant simulta- 
nément dans plusieurs travées. 

Les mêmes observations s'appliquent à la recherche des eflbrts 
tranchants et des réactions des appuis. 

Solution directe du problème IIL — Il peut arriver que, au lieu 
d'avoir à chercher les moments de flexion maxima produits par 
une charge permanente et diverses combinaisons de surcharge, on 
ait seulement à résoudre le problème III, c'est-à-dire à trouver 
les moments de flexion produits par un système déterminé de 
charges. 

On peut, dans ce cas, si on le préfère, au lieu de chercher les 
moments de flexion produits par les charges de chaque travée prise 
isolément et de les superposer, opérer d'une façon plus directe ('). 

Il suffît^ pour cela, de déterminer (§383) un seul des deux 
systèmes de foyers : admettons qu'on détermine les foyers de 
gauche. 

Soient(y?^. 4i bis, p. a 23) deux travées consécutives A/_| A/ = // 
et A/A/^i = li^x soumises à des charges quelconques 1, 2, 3, 4, 5. 

Construisons un polygone funiculaire quelconque a/_ia/des 
charges agissant dans la travée li et un polygone funiculaire de 
même distance polaire d que le précédent et d'ailleurs également 
quelconque a, a/^, de celles qui agissent dans la travée li^s» 

Soient 0-/ et o-/_j.| les longueurs rapportées à une base com- 
mune A, représentant les aires comprises entre ces polygones et 
leurs cordes et considérons des forces descendantes égales à a*/ 



(') Voir aussi : i" la Noie relative à la méthode de Mohr, à la fin du Volume; 
2" une méthode 1res élégante de M. Fouret {Annales des Ponts et Chaussées, 

,876, t. I). 
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el T|,|.i appliquées suivant les verticales des centres de gravité de 

ces aires. 

Fi g. 4i àis. 
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Cela posé, proposons-nous d'abord de résoudre ce problème : 
connaissant le moment de flexion Oit/ au fovcr F/ el, par suite, le 
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point correspondant à ce foyer, de la ligne de fermeture dans la 
travée //, on demande de trouver le point analogue au fovcrF/^, 
de la travée //^|. 

A cet effet, observons que, en vertu du théorème des deux 
moments, la relation entre les moments de flexion ;>rL/ et ;)rc,.j., 
aux deux foyers F, et F/^i est indépendante du moment de flexion 
Mi sur l'appui qui les sépare. 

Nous pouvons donc, pour déterminer le second de ces moments 
en fonction du premier, ou, ce qui revient au même, Tordonnéede 
la ligne de fermeture en F/^i en fonction de celle de la ligne de 
fermeture en F/, supposer le moment M/ nul; en d'autres termes, 
si//et/i4.| sont les points des deux lignes de fermeture répondant 
respectivement aux foyers F/ et F/^i, nous pouvons supposer des 
lignes de fermeture fictives a/y/-3/_i, a//,-^! <3/^i au lieu des lignes 
vraies qui ne sont pas connues; il en résultera aux divers points 
des deux travées des moments de flexion fictifs M' ; mais aux deux 
foyers ces moments fictifs sont égaux aux moments vrais. 

Or, le point// est supposé donné; par suite, la ligne de ferme- 
ture fictive a/wi .1 peut être tracée. Appliquons donc au centre 
de gravité du triangle a/a/_i;;/_, une force ascendante dont la 
grandeur )v,- représente l'aire de ce triangle rapportée à la base A. 

La droite a/wi^i est inconnue; mais la verticale du centre de 
gravité du triangle a/a/^, j/^, est connue; concevons*que, suivant 
cette verticale, on applique une force ascendante dont la gran- 
deur Xi^i représente, rapportée à la base A, l'aire inconnue du 
triangle; il s'agit de trouver X/^_,. A cet effet, à partir d'un points/ 
iJ^o' ^)f portons bouta bout la force ascendante 1/, les forces des- 
cendantes T/, T/^, jusqu'en c. Ces forces sont connues. Au bout 
de T/^,, concevons qu'on porte c6=:)./^,. Construisons un poly- 
gone funiculaire quelconque de ces forces fictives, polygone que 
nous arrêterons aux appuis A/_, et A/^,. Soit 

t^i-l 'W' 'l '/-HI ^»l-»-l 3l-Hl 

ce poKgone. Il faut que sa corde ,3/_| P/^, et le côté o-/^-/^, cou- 
pent la verticale de l'appui intermédiaire au même point A,. 
En effet, prolongeons le côté a-/a-/^, qui coupe la verticale de cet 
appui en un point A) jusqu'à sa rencontre en T|_, et T/ aveclcs 
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autres appuis, les longueurs ^/.iT,.! et p/^« T/^i représentent res- 
pectivement la première la somme des moments relativement à A|_, 
des forces fictives M! dx agissant dans la travée //; la seconde, la 
somme des moments des forces analogues agissant dans la travée 
//+i. Donc, en vertu du théorème fondamental (§ 351), on a 

ce qui exige que les trois points p/_i, A^, p,^.| soient en ligne 
droite. De là, la construction suivante : menez les côtés ^i_i X/, 
A/o-/, ff/o-/^,, (T/^iX/^i du polygone des forces, respectivement pa- 
rallèles aux rayons polaires correspondants et connus. Joignez le 
point Pi_, au point A^ où le côté ff/o-z^, coupe la verticale de l'appui 
intermédiaire et prolongez celle ligne jusqu'à sa rencontre en P/^i 
avec la verticale de Tappui A/^i ; joignez X-^, P/^, et menez le 
rayon polaire Ob parallèle à cette ligne. On aura 

cb = X/4.1. 

Si donc on a rapporté toutes les aires à la base commune 
A = li^iy on aura, pour l'aire du triangle a/a/^i ^/^i, la double ex- 
pression 

I ^/4-i / cb 

cb X ---- = a/^i^/H-i X //4-1, ai+iZi^i = — • 

2 2 

Ainsi, connaissant le point /j de la ligne de fermeture au foyer 
de gauche d'une travée, on peut trouver le point analogue relatif 
à la travée suivante. Or, on connaît ce point pour le foyer de 
gauche F^ de la travée de rive gauche; car, si l'appui extrême de 
gauche Ao est un appui simple, la ligne de fermeture passe par ce 
point; s'il est encastré, le foyer Fi est au tiers de la travée ; le mo- 
ment de flexion s'y détermine (§ 352) immédiatement, par suite 
aussi, le point correspondant de la ligne de fermeture. De ce 
point, on déduit celui relatif au foyer F2 de la seconde travée, 
puis celui relatif au foyer Fa et ainsi de suite, et enfin celui relatif 
au foyer de gauche F„ de la travée de rive droite. Mais, dans cette 
dernière travée, on connaît un second point de la ligne de ferme- 
ture : celui relatif au foyer F^ ; on peut donc la tracer, ce qui 
fournit le moment de flexion sur l'appui A„_i et, par suite, un 
II. j5 
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second point de la ligne de fermeture de la travée ln-\ : cette ligne 
connue et prolongée jusqu'à Tappui A^^a permet de tracer la ligne 
analogue pour la travée ln-2i ^^ ainsi de suite. 

Remarque. — Si les appuis A/^i, A|-, Ai^., ne sont pas de ni- 
veau et si l'appui du milieu se trouve en A', on multipliera l'or- 
donnée Ai'A'par le coefficient d'élasticité E de la poutre; le pro- 
duit E X A, A' , mesuré à l'échelle des forces, sera porté dans le 
sens A| A" à partir du point A^ où la ligne ctiO-j+i coupe la verticale 
de l'appui. Soit A^le point ainsi obtenu. En vertu du théorème 
fondamental, la corde ^u^ ^14.1 devrait passer non plus par le 
point AJ., mais par le point A^. 
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CHAPITRE IX. 

DÉVELOPPEMENTS SUR l' EMPLOI DU CALCUL DANS l'ÉTUDE d'uNE POUTRE. 
RÉSULTATS USUELS RELATIFS AUX POUTRES A TRAVÉES ÉGALES. 

§ 390. 

SUR LA BEGHERGHE DES FOTEBS DE GAUCHE ET DES MOHEnS DE FLESOll 
EH CES POIHTS. — Nous avons exposé au § 360 la méthode générale 
à suîvre pour déduire du théorème des deux moments la détermi- 
nation analytique des moments de flexion, efforts tranchants et 
réactions dtes appuis d'une poutre continue. Nous allons entrer, à 
ce sujet, dans quelques développements propres à bien mettre en 
évidence la suite et la nature des calculs que nécessite l'emploi de 
cette méthode. 

La première opération qu'elle exige est la détermination de l'un 
des systèmes de foyers, par exemple celui de gauche- Si ui est 
l'abscisse du foyer de gauche de la travée //, l'abscisse u/^i de 
celui de la travée //^i est donnée par la formule 





//-f-//4-i), 


où i>i= II— U£. 






On en déduit facilement que 






(i^ '''^' - 


I 




Nous savons que 


— 


Ui If 


(.) ^<'y d'Où 




Vi 2 


Il résulte de là 






(3) ' , >?- 


> 


I 



3+1, sA ^'- 3-4-2A 
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On a ainsi deux limites assez rapprochées entre lesquelles est 
comprise la position du foyer. 

Si les deux travées sont égales, la double inégalité devient 

ou 

Ainsi, SI deux travées consécutives sont égales, le forer de 
gauche de celle de droite est en un point situé entre les f et les 
^ de sa longueur. 

On tire de (i) 



h^\ i , ^ li "i li 



d'où 

et 

(4) 



4-1 — Uj -^t _ tV-H _ ^ /j_^ _^\ _ ^ J_i_ 









qui donne le rapport—^* en fonction de celui — • 
Nous poserons, pour abréger, 

(5) ,; = P.-, 

d'où 

(7) 9M- 



K-à)-'à 



Des inégalités (3) on tire 



(8) ^>pi+i> 
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et, si les travées sont égales , 



(8') 



0,2857142... >p/+i>0,25. 



Pour trouver les valeurs de p<, p2, •-.,?» dans une poutre, il 
suffit d'appliquer la formule (7) en y faisant ^ = i , 2, 3, . . . , /i ; 
ce qui donne 

' P» =" ' T ' 

2-+-(2-pt)^ 



(9) 



Ps = 



24-(2— p,)-^ 



P* = 



/ 2-4-(2-p3)/ 






Pn-l = 



/r' 



p»= 



2 + (2-p„-0~- 






qui fournit les valeurs de tous les rapports p, dès que l'on con- 
naît p|. On fera 



(9') 



Pl = O ou p, : 



selon que l'extrémité gauche Aq de la poutre est un appui simple 
ou encastré. 



Remarque. — Si la poutre est symétrique par rapport à son 
milieu y les foyers de droite sont symétriques de ceux de gauche. 
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§391. 

GA8 D'UHE POUTBE DOIT LES TRA7ÉE8 EXTRÊMES SOIT ÉftALES Om 
ELLES, AUrSI aUE LES TRAVÉES IHTEHMÉDIAIRES. — Supposons que toutes 
les travées autres que celles de rive soient égales entre elles, ei 
soit / leur longueur commune. Supposons que les deux travées de 
rive aient aussi une longueur commune désignée par T, et soit 

^ _ / _ longueur des travées intermédiaires 
~~ r^ longueur des travées de rive 

Alors les équations ci-dessus deviendront 

I pi = ^ 1 y 

I 

P3 = 



(9") ( P* = 7Zr7-' 



4-p.' 



I 

Pn-l -• 



avec 



4 — pn-t 

\ P«-a + U^p,_,)^^^ 

pt — - o ou pi = - > 



suivant que l'extrémité gauche de la poutre est un appui simple 
ou non. 

Remarque. — On voit que, si i désigne un des nombres i, a. 
3, . . . , /i — I, p/ ne dépend que de son indice «et de Targumentî. 
mais non pas du nombre n des travées. 

Au contraire, pn dépend aussi de ce dernier nombre, puisque 
la dernière équation n'a pas la même forme que les autres. 

Ainsi, soit /i = 5, on aura 

I 

P*= 'a T' 

4 — p» 

tandis que, pour /i = 4> 

_ 1 
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Ce n'est que pour 8 = i , c'est-à-dire pour des poutres à travées 
toutes égales, que pny aussi bien que p/, est indépendant du nombre 
de travées. 

§ 392. 

CAS D'un POUTBE A TRA?iE8 ÉftALES, A AFPUU T0ÏÏ8 SIMPLES. — 
Si 8 r^ I , on a 

/ Pi = 0| 
Pî= ^ =o,25, 



(9") 



I i5 



,267857, 



56 
209 

209 



P5= - — Tï = :^ =0,2679426, 

4 — 56 ^"9 



^•"4"-"^^"^ =0,^.679487, 

ï 780 ^ , 

P7= -, îôT = ~ = 0,267949a, 



4-m ^911 

et généralement, à sept décimales près, 

p/^.7= 0,2679492, 
quel que soit i. 

On tire de là, pour les abscisses des foyers, 



"1 _ _pi 
/ ~ i-h 



I-+-PÎ 5 
Wî ^ p» _ 4_ ^ 

/ IH-p, 19 



= 0,20, 

o,2io53, 



(10) 



9k 



w* _ _ 

/ H-p4 7» 



= 0,21127, 



Ps 56 , 
— = ::â^ =o,2ii32, 



: 0,2Il32, 



/ i-H Ps 265 
Me _ p6 ^ 209 
/ i-H Pe 989 

^ = _Pl_ = .l8l=o,»„3,. 

/ H-p7 3691 



!23a 
et 
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Ui^i 



= o,2ii3a, 



quel que soit i à cinq décimales près. 

§393. 

DÉTEBinVATIOll DIBIGTE DU MOMEHT DE FLEXIOW SUR DH AFPUI aUXL- 
GOHaUE D'raS POUTSE aUILCOnaUE sous L'nrLUEHGE BE GHARftES ET DtlI- 
TELLATIOHS DES APFUI8 dUELCOHdUES. — Le théorème des deux mo- 
ments donne 



(II) 






les H'^ ayant des valeurs qui seront rappelées plus loin. 
On tire de là 

OlL/^i - HL/^, = 'iiti Th; - ^ (Oïl,- ix,)l . 
En faisant successivement e = i , 2, 3, . . . , n, il vient 

M 

3n-.-|^ =?Î[h'.-^(3II.-(x.)], 
OIt,-|x, .= ^[h'.-^(3K,-h^,)], 

an./-!*/ = I' [h;-, -^(3rt,_,-|x._,)], 

• » 

d'où, en éliminant successivement tfïL^ — [Xa, OII3 — jjls, ..., 
31l|_i — [Ji^/_M 01^ îi'^ra directement l'expression de JIL| — jjl,- en 
fonction de OR'i — |x,. 

On obtient ainsi sans difficulté 



(r2) 



(i3) 



II 



^i^/~[^/=^(Hi-t-p/-iH;_, 



-+- P/-1 9i-\ H/_3— p/-| p/_j p/_3 Hi.^H-. .. 
± p/_t p/_j . . . p, H'i rp p/-t P/-Î • • • pî pi H'o), 
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qui est vrai quels que soient les charges et le nombre des travées. 
D^autre part, si l'on nomme M/_| et M,- les moments de flexion 
sur les deux appuis de la travée //, le moment de flexion M en un 
point quelconque d'abscisse x est 

en désignant toujours par [x le moment de flexion connu qui se 
produirait au point considéré si la travée U existait seule, posée 
sur appuis simples. 
Pour X = Uiy cette équation devient 



soit 



d'où 



ou 



^i- }^i^ M,_, ^'i - ^'^ -h M,~^ 



h — -^ = M/-, — -H M/ 



(.5) /,^!LlZlJi' = Mt:i + M,. 

Ui pt 

Remplaçant^!— |jl,- par sa valeur (i3), il vient 

M/_i=— M/p/-f- ^(piHJ_i — p/p/_tH;_, 

^'^^ ) -^PiPi-iPi-t^l'i-z—Pipi-ipi-ipi-i^'i^k" 

±p/p/_,...p,H;zcp/pf_i...p,piH'o), 

qui fournit le moment de flexion sur l'appui Ai_i, lorsqu'on le 
connaît sur l'appui A/. 
Posons, pour abréger, 



(17) 
Alors 



^i~ j (p/ïï/-t — P/P/-iHi_,-+- p/p/-ip/-f HJ_j . . . 

±p/p/-i...pîH;ipp/p/-,...p,piH;). 



M/_i = — M/p/H- A/. 

Si, dans cette équation, on fait successivement 
i = n, n — I , n~ % . . . , 
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on aura 

Mi,_i = — Mrtp«-h Art, 

M/,-1 = — Mi,_i prt_t -+- Art_i, 
M„-i = — M|,_ipn-l -H An-î, 



M/4-Î = — M/+J P/-H3 H- A/^.3, 

Mi4-i — — Mz-KiPi-t-t -^ A/^,, 
M/— — M/+ip/+i H- A|-Ki. 



Multipliant l'avant -dernière par — Pi+i? la précédente par 
pi_i pi+2, la troisième en remontant par — p/^i p/^2P*+37 et ainsi de 
suite, et ajoutant, on aura 

IM,' = A/-K1 — P/+I A/4-1 -r- P/-H P/+Î A/.HS — P/+1 p/+f Pi+i A/+V -^ . . . 
^ P/+1 P/-H1 . . . p» Art-Ht ± p/+t p/ M • . • p«-i A/, / 

H= Pi-hi p/-»-« • . • pn-l Pn M» 

et, en faisant successivement 

i=n — 1, n — a, n — 3, 

on aura définitivement 

Mn_i= Art— prtMrt, 

Mrt-ï — Art-i — Pii-i Art -H p/i-t piiMrt, 

Mrt-8= A-rt-i — prt-i Art-t-f- prt-îP/i-iArt — p/i-îP/i-ip/iMrt, 

(19) ^ Mrt-4= An-s— pn-t A rt-f-+- Pn- jp«~iArt-t 

-— P/i-a p/i-î p»-i Art -+■ prt-8 P/i-j p/i-i Prt Mrt, 

Mrt-S — Art-4 — p»-4 Art_j -T- pn-k Pn-t Art-J — P/i-4 Prt-t Pii-f Art-i 

-*- prt-4 P«-a Pn-i P/i-t Art — P/i-4 P»-» prt-i P»-t p» Mrt, 

qui donnent les moments de flexion sur les piles en allant de droite 
à gauche en fonction du moment de flexion Mn sur la culée de 
droite. 

Ce dernier est nul, toutes les fois que cette culée forme un 
appui simple. 

Ainsi, en ce cas 

Mrt= o, 

et le dernier terme disparaît de toutes les formules. 

Dans le cas contraire, nous savons (§ 352) que le foyer de 
droite de la travée de rive droite est au tiers de cette travée et que 
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la valeur de M — - |jl en ce point est 

H^, ayant comme les autres H^. une expression connue et qui sera 
rappelée plus loin, dès que les charges de la travée dont il s^agit 
sont données. 

Donc, si, dans Péquation 

M = [1 H j > 

on fait x= ^In', on aura 

(*o) M~ fx = DïL'n" [x';,= -^ -^ |m„. 

Mais si Ton regarde un encastrement comme une travée de lon- 
gueur inGniment petite In+i^ le théorème des deux moments 
donne 



d'où, à cause de /„^.| = o et v,^ = -^» 



3 

3/„(an;~H^;) = H;, 

et, par suite. 

Cette équation, jointe à la première (19), donne M«_, et M,„ et 
alors les équations (19) donnent successivement les moments de 
flexion sur tous les appuis, et l'équation (18) le donne directement 
sur n^mporte quel appui. 

§ 394. 

MonEirrs DE rusnoH et efforts tbahgurs eh un pom auELCoiaus. 

— Le moment de flexion en un point quelconque de la travée // 
est donné par la formule (i4)) l^eflbrt tranchant est 

(a.) T=-^ + ^'-'r^' , 

ax II 
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où — -r^ est Pefifort tranchant qui existerait si la travée li eiisuit 
seule, posée sur appuis simples. 

§ 395. 

BtiCnOWS DES AFPUIS. — Uefibrt tranchant immédiatement â 
gauche de l'appui Â/ s'obtient en faisant dans cette formule x=li\ 
d'où 

Si, dans la même formule, on remplace i par t + i et qu'on y 
fasse ^ = o, on aura Teffort tranchant immédiatement à la droite 
de cet appui 

La réaction R/ sur l'appui A/ est, en grandeur et signe, 

R, = Tq — T/. en comptant les forces descendantes positivement, 

soit 

R,= {^\ _ (^^\ + ^}^}^ _ -«^-zWf. 
\dxjii ydx/Q li^i li 

Mais les réactions étant généralement ascendantes, si Ton 
appelle R',- la valeur de celle R, comptée positivement de bas en 
haut, on aura 



--mAt) 



M/_,~M/ . M/H-, -M, 



/. h-\ 



/-Hl 



Les deux premiers termes représentent la réaction qui se pro- 
duirait sur l'appui A|, si les deux travées qui y confinent existaient 
seules, posées sur appui simple. Âppelons-la r\ , en sorte que 



Il h* 



§396. 

RAPPEL SES TAIEURS DES H;. — Si les travées 
^ii 'jj ^»i •••> ht •••> ^« 
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portent respectivement des charges uniformes 

Pu ?%•> /'s» •••» Pi'> •••! Pni 

on a trouvé (§ 354) 

4 



Pour les valeurs extrêmes de e, on a 

Ho- ^» 



f "'»- 4~ 

Pour d'autres charges et pour des dénivellements d'appuis, les 
valeurs de H^- sont données au § 354. 

Il suffit d'y ajouter pour les valeurs extrêmes de H) 

IH'o=- % r V ( ^ - ^ ) ^^ - 6 fil -^^ 7 "^ ' - 

et les valeurs des intégrales ont été données au paragraphe' sus- 
mentionné pour chaque nature de charges. 

§ 397. 

AFFUGATIOH A BES POUTRES DE DEUX A SEPT TRAVÉES ÉftALES, POSÉES 
SUR APPUIS SIMPLES, DE HIYEAU ET PORTAHT UNE CHARftE UHIPORIIE. — 

Lorsque les appuis extrêmes sont simples, on a 

p, = o, M„=o. 

Si deux travées li et //^j portent des charges uniformes phpi^\^ 
on a 

«'- 4 

Si donc Pi = />i+i =/>, li = li+i = /, on a 
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et Féquation (17) devient 



d'où 



A/= ^(P'"~ 9i9i-i^ Pi9i-tpi-l' • -^ P/P/-I' • -pt)» 



' K 4 P^* 



A3 = — ^(pî — paPî), 

A*^— ^(p*—p*ps-^P4pspî), 

A5— 7"(p8"~ P5P*-T- P»p4p»— PsP^Pspj;» 

A6=— ^(Pe— P6pS-^p6P»P4— peP5p*P8-»-p«P»P4P8pt), 

I A7 = --^(?7-p7p6-^p7p«pB-p7P«pSp4 

"+" P7P6P»P4P3— ?7p6P5P*Ptpt)i 

soit, à cause des équations (9"'), 

Ai-o, A,--—, A3--—, 

La réaction sur l'appui A, est, d'après la formule (22) : 
1^ Pour les appuis intermédiaires, 
(25) Rl = /?/-hM/+i — aMi-i-aM/-,; 

2** Pour les appuis extrêmes, 

Appliquons ces résultats à deux, trois, etc., travées : 

a. Deux trarées égales. — n = 2 ; les formules (19) donnent 

pi* 
Mo = o, Ml = A, = — i-— , Mi = o. 
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Les réactions des appuis prises en valeur absolue sont, d'après 
les formules (26) et (a6), 

( R' - P^ 



(a?) |R',= R',= ^-, 

(r, = |/,/. 

b. Trois travées égales. — n = 3. On aura 

Mo = Ms = o, 
l Mî=A3, M, r^Aî — pîAs 

] ou 
<^«> M.= -£^, 

i lO 

f m;r />^* />^* P^* Itf 

\ * 8 4 X 10 10 

résultat évident par raison de symétrie. 
Les réactions des appuis sont 

i R. _. R^ _ P^ _^p1 --loi 
R'j = R', -^ pi -^Pl = llpL 

c. Quatre travées égales . — n = 4 • 

Mo = M4 — o, 
(3o) M,= Mi = A^ = ~^/>/S 

ou 

(3i) M. = --i/>/^ 

Les réactions des appuis sont 

(3») (R.==R',=^/H.]!îîIlîB=5^/. 



R, =/,/ + j = -pi. 
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e. Cinq travées égales. — n = 5 : 

M| = Mo = o, 

M4=M, = A5, 

Mj=M,= A4— p^As, 
ou 

(33) M4=M, = -^/>/, 

(34) M.= M.=,,/.(-l-^l-^xi) = -^^/.. 

Les réactions sont 

(35) { 
R',= R',=//_ 



M, — aMi-i-M| 



-P^{'-T-9-^Ts)=pi'-M)=%'''- 



/. Six travées égales. — /i = 6 : 



M6= Mo= o, 
M5=Mi=A6, 

M4= M3= A»— P4A6, 
M j = A4 — p4 As -+- p4 p« Ae = A4 — p4 M4, 



ou 



(36) M5=Mt = --iL/>/^ 



ou 



' V «9 '«4 aog/'^ 



ou eniin 

(37) M»=M. = -^, 



**»=(- à + 133^56)^''= ÎSlIli''^- 



(38) ^^—T^aP^*' 
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Les réactions sont 
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R-Ri=^.(l-.--)=ilM 



(39) 






K=pi 



g. Sept trayées égales. 



— 


aM.+ M» 


M,- 


-aMt-j-M, 


M» 


— aM,-t-Mj 






^ = 7- 



ou 



(40) 



M7 = Mo = o, 

Me=Mi=A7, 

M,= M,= Ae— PsAt, 

M| = M3= Aj— p5A6 4-p5P6A7= A5— pjM, 

Me = Ml = - ^7>^* = - o, io5634/>/», 

M4= M,= ^— -^/?/«4- ^M5) = -o,o845o/?/«. » 
Il n^j a aucune difficulté à déduire de là les réactions des appuis. 



§ 398. 

APPUGATIOl AUX POUTBES A DEUX TRAVÉES aUELCOHaUES POSÉES SUR 
AFPUIS SIMPLES. — Soient 

71 = 2, 

Mj= Mo=.o. 

On a à déterminer seulement le moment de flexion M, sur 
l'appui intermédiaire. 

La formule générale donne 



M, = A, 



II. 
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et l'équation (17) fournit pour Aj la valeur 



d'où 






On a d'ailleurs par la première (g), puisque p< = o, 

d'où 

Il ne reste qu'à remplacer H', par sa valeur. Son expression gé- 
nérale est donnée au § 396. 

Si la poutre porte une charge uniforme de /?•'' sur la travée /| 
et de /?2* sur la travée Z^? on a 

H',=-^(/^i/ÎH-/>,/î); 
donc 

La réaction R', sur l'appui Aj se compose de celle qui existerait 
si les deux travées étaient séparées, soit 

et du terme complémentaire trouvé plus haut 

ce qui donne ici pour j = i , M^ =:^ M o = o, 

i^^\ r>f _ Pl]±±Plh M /* _. '^ 

Sur les appuis Aq et A29 par la même formule, 
(43) Ro- --T" -^T;-' 



2 



(44) h; = 



;?,/, ■ M, 



*j 



où l'on remplacera M< par sa valeur (4i). 
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On vérifie aisément que les trois forces R'^, R'^, R^ font équi- 
libre aux deux charges p^ et /72} comme cela doit être. 
Si 1^=12= ly les formules se simplifient : 

(45) M,=_.ei±£?/«, 

Rf _ TPi—Ptt 
R, - — jg— l, 

(46) |r',= «<£1±£L>/, 

§ 399. 

AmiGinOI AUX POUTRES A TROIS TRAYÉES POSÉES SUR APPUIS SIMPLES. 
— On a à déterminer les moments de flexion M|, M2 sur les deux 
piles, sachant que ceux Mo, M4 sur les culées sont nuls. 

Les formules (19) donnent pour /i = 3 

Mj = A3, Ml = Aj — pj As, 
et celles (17) donnent 

A8= ^-(psHi — pspiH'i), 



Par suite 



ou 



(47) 



A,= ^p,HV 



M,= lp,Hi-ej(p3Hi-p3P,H',) 

M,= i-(p,H;-p,p,H',); 
h 



pa et p3 sont fournis parles deux premières (9)^en y faisant p« = o, 
ce qui donne 



i'-'Û 



p»= 



»-<'-f''g K'*r.-?5) 
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Si la poutre est symétrique, l^z=il^. 

Supposons que les travées /^ Ut h portent des charges uni- 
formes /?!, p2yPi' On aura 

H,- , 

H,- — 

Pour d'autres données, qu'il y ait ou non des dénivellations des 
appuis, on mettra à la place de H^ , H'^ leurs valeurs du § 396. 
Les réactions des appuis sont, diaprés la formule générale, 

Ko — 1 — j-y 

a II 



49) 






p» P^h ^ Mj 



Si les travées sont égales 



(5o) 



1 4 I 

/s 
K = -{P\-^Pt)jy 

' M,= g^(— 4/>»--3/>,-4-/>i), 
M,= ^(-'4/>i— 3/>i-4-/>,). 



6o 
Par suite, les réactions sont 

K = (Pi-^Pi)- -+- g^ (- 6/>3H- 3/>,-f- gpi), 
(5.) { ^ ^ 

Ri =(/>»+/>»)- -^- 5^ (~ 6/>i + 3j[>, + gpt ), 

R's = ^^ -^ ^ (- 4i>8 - 3i>t+/>i). 
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§400. 

BÉSiniÉ DE LA iJAiiniiB a 8TJITRE. — Pour étudier une poutre à 
n travées par le calcul, on aura à faire les opérations suivantes : 

i® Galcnl des rapports pi, pt, . . . , p^ par les formules (9) et (9') dans le 
cas général. — On calculera préalablement, dans ce cas, les rap- 

ports -^,-^,.... 

Si les travées intermédiaires sont égales entre elles, ainsi que 
les travées extrêmes, on emploiera la formule (9*^)5 si toutes les 
travées sont égales, les résultats numériques sont tout calculés 
par les formules (9"'). 

a"" Calcul des quantités 

Al, At, A,, ..., kn 

par la formule (17). — Onlaissera provisoirement subsister les lettres 
H^- qui entrent dans ces formules; on se bornera à calculer le 
coefficieqts des H^- à l'aide des valeurs p, connues par le précédent 
calcul. 

3« Calcul des moments de flexion 

M», Mrt_i, Mrt_j, ..., M3, Mj, Ml, Mo 

sur les appuis à l'aide des formules (19). — Si les appuis extrêmes 

sont simples, 

M« = 0, Mo = o, 

et les formules (19) fournissent les moments de flexion sur les 
appuis intermédiaires eu fonction des H^. 

Si Tappui extrême de droite est encastré, on joindra la for- 
mule (20 bis) aux équations (19) pour calculer M;,. 

Si l'appui extrême de gauche est encastré, on joindra, pour 
calculer Mo, les deux derniers membres de la suivante, analogue 
à (20 61*5), 

(5a) 31L;-ix', =2Mo-HM,= 5i^; 

*i 



par mètre, on a 
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4° On a ainsi, dans tous les cas, les moments de flexion en 
fonction linéaire des quantités 

Hq, Hj, H',, ..., H^.j, H'„. 

11 ne reste qu'à remplacer ces quantités par leurs valeurs. 

Quelles que soient les charges et aussi les différences de ni- 
veau des appuis, si Ton en veut tenir compte, leur expression est 
donnée au § 355. 

En particulier, si les travées 

^i> '»• ht •••> ^/i 

sont de niveau et portent respectivement des charges uniformes 
de 

Pu Pty Pz, •■, p)f 

"»- 4 ' 

(53) { "«- 4 ' 
) 

Si les appuis extrêmes sont simples, Hg, H), n'interviennent 
pas. Si l'une ou l'autre de ces grandeurs intervient, on a 

(54) Hi=-^', h;.=~£^. 

4 4 

Les formules générales du § 355 qui donnent H^- s'appliquent 
pour j = o en supposant la poutre fictivement prolongée vers la 
gauche par une travée vide ayant ses deux appuis de niveau, et 
pour i=:n en la supposant prolongée de même vers la droite. 

5° Ayant les moments de flexion sur les appuis, le moment de 
flexion en un point quelconque de la travée /{ est donné par la 
formule 

(55) M = HL-f-M/-, ^^ + M/^. 

6* Moment de flexion dû à la charge permanente. — Supposons que 



EMPLOI DU CALCUL DANS l'bTUDB d'uNB POUTRE. 247 

les charges soient uniformes ; le second membre est une fonction 
linéaire des charges 

Pu Pu '•••> Pn 
par unité de longueur. 
On aura 

(56) iL=£x{li-x). 

Si y dans les formules, on fait en outre 

on aura les moments de flexion dus à la charge permanente. 

70 Moments de flexionB mazima sur les appuis dus à une charge perma- 
nente p etk toutes les combinaisons possibles de surcharge. — Les va- 
leurs obtenues pour les moments de flexion sur les appuis sont 
linéaires par rapport à pi, pi^ ... et ont des expressions de la 
forme 

i = — oti pi — a, />«-+-«! ^s — «1 i'*-H..., 

et généralement 

où les a*/' sont des nombres, et il est facile de vérifier par le théo- 
rème du § 372 que ces nombres sont tous positifs, c'est-à-dire 
que les signes sont en évidence. 

Si Ton veut avoir la valeur de M2 pour la charge permanente 
seule, il suffit défaire dans la seconde équation /7| = /^^ = •••=/>« 1 
ce qui donne 

M, = (ai»' - ai'»- ai»> -h a^,*î- ai'Oi», 
soit 

M,= (a2— a;)j[>, 

en appelant a2 = a!,*' -t- a^*^ + . . . la somme de tous les coefficients 
positifs et ai ==ai^*-{-ai'^4-a'/'+.. - la valeur absolue de la 
somme des coefficients négatifs. 

Le maximum positif dû à la surcharge />' est 

M, = a,/>'. 
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Le maximum négatif 

Donc 

1** Si tta > a^, le plus grand des deux sera le premier; il est de 
même signe que celui dû à la charge permanente et a pour ex- 
pression 

2® Si a'j > a2, le plus grand des deux en valeur absolue est 

M, = -«;/;'. 

Il est aussi de même signe que celui dû à la charge permanente , 
et Ton a en valeur absolue 

Ainsi, dans tous les cas, il faut ajouter la valeur absolue du plus 
grand maximum dû à la surcharge à la valeur absolue du moment 
dû à la charge permanente. 

8*" Moment maximnm dû à la charge permanente et aux diverses com- 
binaisons de surcharge en un point quelconque d'une travée. — La for- 
mule (55) donne le moment de flexion en un point quelconque 
d^abscisse x = a, d'une travée li sous forme linéaire par rapport à 
Pu P^t Ps» • • • ^^> ^^ procédant exactement comme il vient d'être 
dit pour les appuis, on trouvera, en ce point, le moment maximum 
dû à la charge permanente et à toutes les combinaisons possibles 
de la surcharge. 

On prendra tous les termes positifs de l'expression de M et l'on 
y remplacera les charges/>{, /72> • • . j Pn qui y entrent par la va- 
leur connue /?'. 

On aura 

M = p/>', 

C'est le maximum positif dû à toutes les combinaisons de la 
surcharge. 

On fera la même opération pour les termes négatifs ; on trou- 
vera 

C'est le maximum négatif dû à ces combinaisons. 
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Si ^^ P', le maximum dû à la charge permanente et aux sur- 
charges est 

Dans le cas contraire, il sera en valeur absolue 

On facilite beaucoup celte recherche en s'aidant du théorème 
du § 373 qui indique a /?r£o/*/ les surcharges qui, en chaque point, 
donnent le maximum positif et le maximum négatif. Mais, pour 
cela, il faut calculer dans chaque travée les abscisses des deux 
foyers et celles des points où la parabole qui représente le mo- 
ment de flexion, dans cette travée, lorsqu'elle est seule chargée, 
coupe l'axe des x. 

Pour la travée //, il faut, pour obtenir ces deux derniers points, 
dans la formule (55), supposer 

/>! = i>i = . . . = Pi-l = Pi-i-l = Pi+l = .,. = pn=Oj 

de sorte qu'il ne reste que les termes contenant la charge pi de 
cette travée, et résoudre l'équation du second degré en Xj 

M = o 
ainsi obtenue. 

On est certain (§ 370) qu'elle a ses racines réelles. 

Pour les foyers de gauche, on a par définition 

Ui _ Uj __ 

où p/ est connu ; on en tire 

pour l'abscisse du foyer de gauche de la travée /|. 

Pour obtenir les abscisses des foyers de droite, on observe que 
si la poutre est symétrique par rapport à son milieu, les foyers de 
droite sont symétriques de ceux de gauche par rapport à ce même 
milieu. 

Dans le cas contraire, on peut utiliser les calculs déjà faits. 

Supposons nulles toutes les charges p^^Pz-, • • • ^ Pm sauf celle /?| 
de la première travée de gauche ; les moments de flexion sur les 
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appuis A| , A2, . . . , A;i sont 

M, = - aV>i, M, = ai«îj[i„ M, = T^^^^pu . . . , 

le dernier coefficient aj^*' étant nul si Tappui extrême de droite est 
encastré. 

On sait que, sous Tinfluence de la charge /?i, les lignes repré- 
sentatives des moments de flexion dans les travées autres que 
celle U sont des droites passant par leurs foyers de droite. Donc 
si u\j v\ sont les distances du foyer de droite de la travée U à ses 
appuis de gauche et de droite, on aura 





M, 


= 


«ii'.. 


ui 




«ii 


1 . 



d'où 

On obtient ainsi les foyers de droite de toutes les travées, sauf 
de celle de rive gauche. 

Pour celui-ci, on emploiera la formule générale 

/î n 

■V--^-^=3(/,-h/,), 

où tout est connu, sauf i^',. On en tire donc 






9"* Effort tranchant. — L'effort tranchant a pour expression j 

^^7) -^"d^-^ T, 

et, si les charges sont uniformes, 

(58) (h J\ . M,-M,_ 



-T=p,(^j-a)-^ 



En opérant à l'aide de ces formules, comme il est dit 6® et 7", 
on aura en chaque point Teffort tranchant dû à la charge perma- 
nente et l'effort tranchant maximum dû à cette charge et à toutes 
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les combinaisons possibles de surcharges. En s'aidant du théo- 
rème du § 374, la recherche devient immédiate. 

10** Réactions des appuis. — La valeur absolue de la réaction sur 
un appui intermédiaire A/ est 

,. . R' ^'^ M/4-, — M/ M,— M/-, 

(59) R,.= r,'-f 



où r\ est la valeur de -^ obtenue dans la travée U^y pour a: = o, 

moins celle obtenue dans la travée U pour x = //. 
Pour des charges uniformes pi et /^z+i, ce sera 

Pilj-^ Pi-\-\ h+i ^ 

1 

Généralement, c'est la réaction qui se produirait sur Tappui 
considéré si les travées étaient indépendantes les unes des autres. 
Pour les travées extrêmes 

n' ~ ^' ^ M, -^ Mo 

M;,— M„-t 

n„ = r^ -f > 

où Mn = Mo= o si les appuis extrêmes sont simples, et 

^/ _ Pi ^ ■ _ Pnln 

pour des charges uniformes. Pour d'autres charges, To, T/, ont la si- 
gnification qui vient d'être indiquée. 

En opérant sur la formule (Sg), comme il est dit 6** et 7" pour 
les moments de flexion, on aura les réactions dues à la charge 
permanente agissant soit seule, soit concurremment avec une sur- 
charge. Le théorème du § 373 les donne directement ou peut 
servir de vérification. 

§401. 

CAS DES POUTRES STMÉTBIClUES- — Soient u]^ v\ les distances du 
foyer de droite de la travée // à ses appuis de gauche et de droite, 
et on', — Y-] 1^ quantité analogue à OR/ — jX| pour ce foyer. Par le 
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même procédé qui fournit Texpression (i3) de DïLi — |X|-, on trouve 



(60) 



«'+1 "z+l W/i-l «i+l "1+2 "a / 



Dans le cas des poutres symétriques par rapport à leurs milieux, 
on a 



d'où 



et, par suite, 






^'i— 1^1= — j^ — (HJ — p/,_,H/+| -H prt_iprt_/^i H/^o — . 



(61)' 



P»-/p«-«-»-l P/1-/-HJ H/+J — . . . 

=t Pi»-/pi»-/-»-i. . .pjH'„_, qip/,_,p„-/-n. . .pjp/H',), 



Or le moment de flexion M en un point quelconque de la tra- 
vée /| est 

w; — ui ' 

d'où, pour a: = o, 

ali-i — ; I 

Ui — Ut 

ou, en remplaçant OU/— |x/ et OliJ — (xj par leurs valeurs (i3) et 
(61) et observant que 

u'i = Vn-i-hi = U-i-hi — Un-i^i = ^i— Wn-/-*-|, 



-7 = P/i-i+l, 



UiVn-i^X 



X (Hi., - p/_, Hl_, -+- p/_,p/_,H'/.3 -. . . 

±p/_,p/_,. ..pjH'i qpp/-ip/-i...pjpiHo — ... 

— Pn-i-hl H/ -{- p»-/-Hi PnW H/+1 — pi,- /^-l p^-zp,,-/-! H/+,— . . • 

=;^P/»-n-lP»-/P«-/-i...PfH'„_i=hp„_/^lpn-/p;,_/_l...pjPlHi). 
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§ 402. 

APPUGAnOI AUX P0UTBE8 A DEUX, TROIS, WATHE THAYÉES STMÉTBiaUES 
POSÉES SUR APPUIS SIMPLES. — Les appuis extrêmes étant simples, 
on a Pi = o, Vi= l^=z /j, «I = o. 

a. Deux trayées égales. — n = 2. On a 

Mo = Mj =0, pi = o, 
et il faut calculer M| . II suffit dans (62) de faire i = 2, d^où 



Mt 



__ ^l^^i „, _ Wî H» _ Pi h; 



en appelant / la longueur commune des travées. C'est la formule 
déjà trouvée (§ 397). 

b. Trois travées symétriques. — n = 3, li= Izj Mo= Ms = o. 
Pour avoir M2, M|, il suffit, dans la formule (62), de faire succes- 
sivement {= 3, 2, ce qui donne 

ou, à cause de ri = /| = /a, 

qui coïncident avec les formules (47) quand on fait dans celles-ci 
/, = /i, ainsi qu'on le vérifie en remplaçant les p par leurs valeurs. 

c. Qnatre travées symétriques. — /i = 4^ Mo= M4 = o, li = l^^ 
/,= /,, $/, = /,. Faisant successivement i= 4? 3, 2, on a 

m,= p^(H'3-p,h; + P3P,h;), 

Dans toutes ces formules, les H' ont les valeurs ci-dessus rap- 
pelées (§ 396). 
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§403. 

T1BKE8 DE BBE88S, BOINAIT LES FOYERS ET DIVERS ÉLÉMERS BELATIFS 
A DES POUTRES STMÉTRIQUES, A TRAVtSS IHTERMÉDIAIRES ÉftALBS POSEES 
SDR APPUIS SIMPUS. — ConsidëroDS une poutre dont tous les appuis, 
y compris ceux extrêmes, sont simples; les deux travées de rive 
sont égales entre elles, toutes les travées intermédiaires sont aussi 
égales entre elles ; mais leur longueur commune peut-être diffé- 
rente de celle des deux travées de rive. 

Posons avec Bresse 

^ _ Ouverture d'une travée intermédiaire _ / 
~" Ouverture d'une travée de rive ~ /'' 

en désignant par / l'ouverture des travées intermédiaires et par r 
celle des travées de rive. 

Tableau I. — Ce Tableau (p. 269) donne pour les huit valeurs 
o»7f 0,8, 0,9, 1,0, 1,1, i,a, i,a5, 1,4 

de 8 les abscisses Ui des foyers de gauche pour les poutres de 1 

à 7 travées ou plutôt les rapports -j de ces abscisses à la longueur 

des travées intermédiaires. Pour la travée de rive gauche^ cette 
abscisse U\ est nulle, quel que soit le nombre des travées. Si Ton avait 

affaire à une poutre de plus de 8 travées, les rapports ~> ^, • - -. 

relatifs aux travées qui suivent la huitième, resteraient sensiblement 

constants et égaux au rapport y inscrit au Tableau, de sorte qu'on 

peut dire que ce Tableau s'applique à un nombre quelconque de 
travées. 

D'ailleurs, comme la poutre est symétrique, les foyers de droite 
sont symétriques de ceux de gauche et les premiers connus, les 
seconds s'ensuivent. 

Si n est le nombre des travées, on a 

de sorte que le Tableau I donne la position de tous les foyers, sauf 
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loutcfoîs le foyer de gauche de la travée de rive droite et son 
symétrique le foyer de droite de la travée de rive gauche. Cela 
lient (§ 391) à ce que tous les autres ne dépendent que de leur 
rang et de l'argument 8, mais non du nombre des travées, tandis 
que ceux-ci dépendent aussi de ce dernier élément et sont con- 
signés dans un Tableau spécial. 

Tableaux II et II bis. — Quand une travée A2A8 {fig* 119, 
PL u¥A'Vni) porte une charge quelconque, toutes les autres étant 
^ides, et que l'on connaît les moments de flexion toujours négatifs 
(et, en valeur absolue, égaux aux ordonnées A2M2, AaMs) qu'elle 
détermine sur les deux appuis A2, A3 : 

1° Les moments de flexion sur les autres appuis changent alter- 
nativement de signes ; 

2® Les rapports .\-S /,/ ? ••• des valeurs absolues de deux 
^»^ As Ml Al Ml 

de ces moments sur deux appuis consécutifs sont respectivement 
A|Mi _ u* _^ AqMo _ M| _ 

Si A|_| A/ est la travée chargée, on a généralement 

A/-.cM/-., _ Vis 
Ai-g-iMi-s-i Ui-s 
d'où 

A/_,_i M/-,_i = -^ kis M/_, = pi-t M/-,; 

Vis 

de même à droite 

Si donc on connaît les rapports p/ = — pour toutes les valeurs de 

l'indice i, on peut, de la connaissance des moments de flexion sur 
les deux appuis de la travée chargée, déduire par de simples mul- 
tiplications, les moments de flexion sur tous les appuis. 

Nous avons d'ailleurs vu (§ 393) le rôle que jouent ces rap- 
ports Pi' dans le calcul des moments de flexion en général. 

Le Tableau II donne ces rapports, sauf celui — relatif à la 
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travée de rive droite et, par suite, son corrélatif de la travée de 
rive gauche. La raison en est la même que celle indiquée ci- 
dessus à l'occasion du Tableau I. 

Le rapport — est donné spécialement comme dépendant du 
nombre n des travées (ce qui n*a pas lieu pour les autres rapports 
pi) dans le Tableau II bis et, suivant la remarque faite au bas de ce 
Tableau, on en conclut les foyers des travées de rive, non fournis 
par le Tableau I. 

Ces Tableaux vont jusqu'à 9 travées; mais les chiffres relatifs à 
la neuvième se maintiendraient sensiblement constants s'il j avait 
plus de travées. 

Tableaa III. — Si une travée porte une charge uniformément 
répartie sur toute sa longueur, toutes les autres travées étant 
vides, la ligne représentative du moment de flexion dans cette 
travée est une parabole qui coupe nécessairement (§ 370) la fibre 
moyenne en deux points, l'un situé entre le foyer et l'appui de 
gauche de la travée, l'autre entre le foyer et l'appui de droite. 
Nous appelons a' l'abscisse du premier et a" l'abscisse du second 
de ces points (ces abscisses étant, comme toutes celles que nous 
considérons, comptées depuis l'appui gauche de la travée à la- 
quelle elles se rapportent). Le Tableau III donne le rapport de 
chacune de ces deux abscisses à la longueur de la travée à laquelle 
elle se rapporte. 

Au delà de 8 à 9 travées, ces rapports ne changent plus sensi- 
blement, de sorte que le Tableau s'applique à un nombre quel- 
conque de travées. 

Tableaux HT, V et VI. — Supposons qu'une charge uniforme règne 
sur la poutre entière. Dans chaque travée, la ligne représentative 
du moment de flexion est une parabole. Appelons x^ et x^ les 
abscisses des points d'intersection de chacune de ces courbes avec 
la fibre moyenne. Ces points d'intersection n'existent pas toujours 
comme ceux qui font l'objet du Tableau III; le Tableau V en 
donne les valeurs quand elles existent ou plutôt le rapport de 
chaque abscisse à la longueur de la travée. 

Ces rapports sont indépendants de la grandeur de la charge par 
mètre courant. Soient p cette charge, /' l'ouverture des deux tra- 
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vécs de rive et M^le moment de flexion qu'elle produit sur Tappui 
A|, c'est-à-dire sur la t* "** pîle à partir de la giuohe, la culée de 
^'auche étant désignée par Ao, la première pile par A|, et ainsi de 
suite. 

Le Tableau IV donne les rapports -^• 

Le Tableau VI donne les rapports ' — -.j^ du moment de flexion 

maximum ou minimum produit par cette même charge p vers le 
milieu de chaque travée. Ce moment se produit pour Tabscisse 

^— — ^ du sommet de la parabole représentative des moments de 

flexion, abscisse qui est moyenne arithmétique entre celles x^ et 
X'2 fournies par le Tableau V. 

Que ces dernières soient réelles ou imaginaires, leur demi- 
somme est toujours réelle. Elle correspond à un moment maxi- 
mum quand x^ et x^ sont réels, c'est-à-dire quand la parabole 
coupe la fibre moyenne. Dans le cas contraire, ai la courbe est 
tout entière au-dessus do la fibre moyenne, l'ordonnée de son 
sommet est, au contraire, un minimum. Dans ce cas, la valeur 

fournie par le Tableau ne représente pas le rapport — yt ' ^^^^ ^^ 

rapport — jr^ ' Ce cas ne se présente que pour les deux premiers 

nombres de la huitième ligne du Tableau. C'est pourquoi ces 
nombres ont été marqués en chiff'res anglais. 

§40i. 

BEAGTIONS DES APPUIS SOUS URE GHAB6E PEBMAHEHTE. — Sous une 

charge uniforme la réaction sur la première pile et sa symétrique 

est 

i^r M,- Ml M, 



sur les autres piles, 
cl sur les culées, 






R- /'^ V^'' 



\U 17 
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soit 



r,^8 (M.-M.)j-M. ] 

Le Tableau IV fournit donc ces réactions très rapidement. 
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Tableau III. — Calcul des abscisses a', a'. 
( Voir § 403.) 



1!IDICAT10N 


NOMBRE n 


det 


det 


alMClSMS. 


trtT6es. 


a' 


Poar n qnel- 




cooqae 



RAPPORT DB CHAQUE ABSCISSE 8 OU a 

à la longueur de sa travée, pour 5 = 



0,7 



0,00000 

0,84643 
0,844^" 
0,84437 
0,84436 
0,84435 

0,84435 



O,0942J 

0,09127 
0,09105 
0,09104 
0,09104 

0,09104 

0,90575 
0,87823 
0,87627 
0,87613 
0,87612 

0,87612 



0,11829 
o, ii8o3 
0,11801 

o,ii8ox 



0,8 



0,9 



Première travée. 



0,00000 

0,85390 
0,80243 
0,85233 
0,85232 
0,85232 



0,00000 

0,86060 
0,85958 
0,85951 
0,85951 
0,85951 



o, 85232 0,85960 

Deuxième travée. 



0,10114 

0,09880 
0,098^) 2 
0,09861 
0,09861 

0,09861 

0,89886 
0,87863 
0,87719 
0,87709 
0,87708 



0,10725 
o, io556 
o,io544 
0,10643 
0,10543 

0,10543 

0,89276 
0,87902 
0,87804 
0,87797 
0,87796 



0,87708 0,87796 

Troisième travée. 



0,11876 
o,ii856 
o,xi865 

o, 11866 



0,11917 
0,11904 
0,11903 

0,11903 



1,0 



0,00000 

0,86667 
0,86667 
o,866o3 
o,866o3 
o,866o3 

o,866o3 



0,11270 
0,11169 
0,11161 
0,11161 
0,11161 

0,1x161 

0,88700 
0,87939 
0,87882 
0,87878 
0,87878 

0,87878 



0,11966 
0,11948 
0,11947 

0,1x947 
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Tableau III. 

(Suite.) 




NOMBRB n 
det 


■ APPOBT DB CHAOOI ABSCISSE a' 00 a' 

à la longueur de sa travée, pour 8 = 


trarées. 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 






1 
Première travée. 




Poar n qael- 
conqae 


0,00000 


0,00000 


0,00000 


0,00000 


3 
4 
5 
6 

7 


0,87219 
0,87198 
0,87197 
0,87197 
0,87197 


0,87723 
0,87739 
0,87740 
0,87740 
0,87740 


0,87960 
0,87993 
0,87995 
0,87995 
0,87995 


0,88187 
0,88236 
0,88240 
0,88240 
0,88240 


oc 


0,87197 


0,87740 
Deuxièm 


0,87995 
e travée. 


0,88240 


3 
4 
5 
6 

7 


0,11760 
0,11725 
0,11722 
0,11722 
0,11722 


0,12204 

0,12235 
0,12235 
0,12235 
0,12235 


0,12410 
0,12470 
0,12475 
0,12475 
0,12475 


0,12606 
0,12698 
0,12705 
0,12705 
0,12705 


00 


0,11722 


0,12235 


0,12475 


0,12705 


3 
4 
5 
6 

7 


0,88240 
0,87973 
0,87954 
0,87953 
0,87953 


0,87796 
0,88004 
0,88022 
0,88023 
0,88023 


0,87590 
0,88022 
0,88054 
o,88o56 
o,88o56 


0,8739'» 
o,88o3G 
0, 8808^4 
0,88088 
0,88088 


00 


0,87953 


0,88023 
Troisièm 


o,88o56 
e travée. 


0,88088 


5 

? 


0,11990 
0,11990 
0,11988 


0,12022 

0,l202'f 

0,12024 


0,12037 
o,i2o4i 
0, 1204a 


0,1205l 

o,i2o58 
o,i2o58 


X 


0,11988 


0,12024 


0,12042 


o,i2o58 
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Table; u III. 

(Suite.) 



INDICATION 

det 
abitcisses. 



la\ 



NOMBRE n 

des 

traTfes. 




9 
10 



9 
10 



/l> 10 
/l>10 



RAPPORT DB CHAQOB ABSCISSE O.' OU a' 

à la longueur de sa travée, pour 5 = 



0,7 



0,8 



0,9 



J_ 



I I I 

Troisième travée ( su i le ) . 



0,88171 I 0,8812!» 
0,87978 ' 0,87982 



o,879()5 
0,87963 

0,87963 



0,11995 
0,11993 

0,11993 

o,88oo5 

"»«799i 
«1^7990 

0,87990 



O,I30J7 

o, 12007 



0,87972 



o,88o83 
0,87985 
0^^7978 



0,87970 I 0,87977 
o»^797<^ I o»87977 
Quatnême travée. 



o»n999 
o»"997 

o,"997 



0,12003 
0,12001 



O , I 200 I 



0,88001 I 0,87998 



0,87991 
0,87990 

0,87990 



"»^799» 
<S 87991 

o,«799i 



Cinquième travée. 



o, 12007 

o»8799''^ 
0,87992 

0,87992 



o, 12008 
o, 12007 

0,12007 

o»8799^ 
0,8799a 

0,87992 



0,12008 
0,12008 

o , 1 2008 

o> 87992 

0,87992 
0,87992 



1.0 



0,880'ii 
0,87988 
0,87984 

0,87983 

0,87983 



o, 1200^ 

0,1 200 4 
O, 12004 

0,87996 
0,8799^ 
0,87991 

0,87991 



0,12008 
0,12008 

0,12008 

0,8799^ 

0,87991 i 



0,87992 



Travée de rang supérieur à 5. 



0,12008 
0,87992 



o,r20o8 
0,87992 



0,12008 
0,87992 



0,12008 
0,87992 
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Tableau III. 

(Suite.) 



INDICATION 


XOMBBE n 


RAPPORT DE CHAQOB ABSCISSE <x' OU a' 

à la longueur de sa travée, pour o = 


det 
abcUset. 


des 
travôet. 






1,3 


1,1 


... 


1,25 








Troisième travée (suite). 




• 
a" 


5 

6 
7 

8 


0, 88010 
0,87990 
0,87989 
0,87989 


0,87978 
0,87993 
0,87994 
0,87993 


0,87063 
0,87994 
0,87996 
0,87996 


0,87949 
0,87995 
0,8799s 
0,87999 






00 


0,87989 


0,87993 


0,87996 


0,87999 








Quatrième travée. 




i' 


00 


0,12007 
0,12007 


0,12009 
0,12009 


0,12010 

0,I2011 


0,12011 
0, 12012 




0,12007 


0,12009 


0,12011 


0,12012 


2" 


7 
8 


0,87993 
0,87992 
0,87992 

0,87992 


0,87991 
0,87992 
0,87992 


0,87990 
0,87992 
0,87992 


0,87989 
0,87992 
o,879y2 


• 


0,87992 


0,87992 


0,87992 






. 


Cinquième travée. 




oi' 


... 

00 


0,12008 
, I 2008 

0,12008 


0,12008 
0,12008 

0, 12008 


0, 12008 
0,12008 

0,12008 


0,12008 
0,12008 

0, 12008 




tT 


9 
10 


0,87992 
0,87992 

0,87992 


0,87992 
0,87992 

0,87992 


0,87992 
0.87992 

0,87992 


0,87992 
0,87992 

0,87992 








Ti 


'avée de rang supérieur à 


5. 


a' 


n>io 

/l> lO 


0,12008 
0,87992 


0,12008 
0:87992 


0,12008 

0,87992 


0,12008 
0,87992 


a" 
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Tableau IV. — Moments M/ produits sur les points d'appui 
par la charge permanente. 

(Voir §403 et 404.) 



VALEURS 


M, 

VALEORS DC RAPPORT —p-^ = m^ RÉP0!IDA:IT A = 


de 
nndlce i. 








—- 1 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








1 
Trois travées. 




1 


2 


0,081890 


0,086909 I 0,091968 
Quatre travées. 


0,10000" 


1 


3 


0,096025 


0,098126 


0,101828 


0,107143 


2 


2 


o,oi3238 


o,o3o938 


o,o6o336 


o,07i4'»9 








Cinq travées. 


1 


l 


4 


0,092469 


0,096000 


0,099268 


0,106263 


2 


3 


o,o3o5o6 


0,046000 


0,061 i46 


0,078947 , 








Six travées. 




1 


5 


0,093438 


0,096847 


0,099960 


o,io5^ 


2 


4 


0, 026804 


o,o4ii86 


0,068226 


0,076933 


3 


3 


0, ©48348 


0,069407 


0,072137 


o,oS65î?^ 








Sept travées. 


1 


1 


6 


0,093179 


0,096621 


0,099776 


1 
o,io5634 


2 


5 


0,027058 


o,o422o5 


0,069007 


0,077463 


3 


4 


0, 043588 


0,055669 


0,069199 


o,o845o: 








Huit travées. 




1 


7 


0,093249 


0,096682 


0,099824 


0,106670 


2 


6 


0,026722 


0,041932 


0,068797 


0,077330 1 


3 


5 


0, 044865 


0,066691 


0,069986 


o,o85o52 


4 


4 


o,o388i7 


0,061706 


0,066267 


0,08247* 

t 



EMPLOI DU CALCUL DANS l'BTUDB D'uNE POUTRE. 267 



1 
2 

l 
2 
3 

1 

2 
3 

1 
2 
3 
4 



3 

2 

4 
3 

5 
4 
3 

6 
5 
4 

7 
6 
5 
4 



Tableau IV. 

(Suite.) 




Trois travées. 

0,109953 I 0,121786 I 0,128897 I 0,135^466 

Quatre travées. 



0,114073 
0,094212 



0,112977 
0,098405 

0,113272 
0,097279 
0,102610 

o,ii3i93 
0,097581 
o, 10148^1 

o,ix33i4 
0,097500 
0,101786 
o, 100357 



0,122632 

o,ii868'4 



0,127521 
o,i3i552 



Cinq travées. 



0,122404 
0,119519 



0,127707 
o, 130699 



Six travées. 



0,122465 
0,119296 

0,120352 



0,127694 I 
0,180927 ^ 
0,1298^9 I 



Sept travées. 



0,12244'^ 



0,119356 
0,120129 

Huit travées. 



0,127711 



o,i3o866 
o, 180077 



0,122453 
0,119340 
0,120189 
0,119906 



0,127706 
o,i3o882 
o,i3ooi6 
o,i3o3o5 



0,182816 
o, 144842 

0,188537 
0,142298 

0,183345 
0,142973 
0,189764 

0, 188896 
0,142790 

o,i4o442 

o,i83382 
0,142889 
o, 140260 

0,l4ll20 
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Tableau IV. 

(Suite.) 



VALCCRS 

de 
I Indice i. 



10 
9 
8 
7 
6 



H 
10 

9 
8 
7 
6 



VALEURS DO RAPPORT — '- = nt- RÉPONDANT A S — 
pi' 



0,7 



0,8 



0,9 



JVeu/ travées. 



0,093280 
0,020812 
0,045.') 23 
0,040095 



0,093235 
0,026788 
o,o4'46i5 
0,039753 
o,o'4i37i 



0,095666 

0,0^2005 

o,o563i4 
0,052787 



0,099811 
o,o38853 
0,069775 
0,067045 



Dix travées. 



0,095670 
0,041983 
o , 056889 



0,099815 
o,o58838 
0,069882 



o,oj2'|6o ' 0,066834 
0,053770 I 0,067888 



Onze travées. 



0,098284 
0,026794 

o,o4'i:)9o 



0,095669 
0,041991 

o,()56369 
0,089X43 I o,o52533 
o,o'|io3i I 0,053498 



0,099814 

o,o388'j2 
o , 0698 I 7 
o , 066890 
0,067622 



1.0 



o,io566o I 
0,07735s ' 
0,084906 
0,088019 



o,io5663 
0,077848 
o,o859'45 
0,082878 
o, 08806 '1 



o, 103662 
0,077351 
0,08^984 
0,082912 
o, 0834 18 





Douze travées. 




0,098284 


0,095669 


0,099814 


o,io5662 


0,026792 


0,041989 


0, 05884 I 


0,077350 


0,044597 


0,056874 


0,069821 


0,084987 


0,089820 


o,o525i5 


0,066875 


0,082902 


0,041128 


0, 053567 


0,067679 


0,083457 


0,040689 


o,o532i6 


0,067411 


0,088272 



EMPLOI Dl CALCUL DANS L £TUDE D L'N£ POUTni:. 



aGy 



Tableau IV. 

(Suite.) 



VALEURS 

de 
riDdice /. 



10 
9 

8 
7 
G 



11 
10 
9 
8 
7 
6 



]M 



VALEl'RS DU RAPPORT —,,=:: ni- RÉPONDANT A 6 — 



1,1 



0,1 18209 

0,097522 
0,101705 
0,100659 



1 *> 
1 ,^ 



\Ah 



Aeu/ travées. 



0,12245^ 
0,11934'! 
0, 120173 
0,119965 



0,127708 
o,i3o8;8 
o,i3oo32 
0,18024^ 



Dix travées. 



o,ii32i() I 0,122552 0,127707 

0,097516 I 0,119353 0,180879 

0,101727 0,120177 o,i3oo28 

0,100578 I 0,119959 0,1 30260 

0,100961 I o,i2oo25 I o,i3oi83 



Onze travées. 



0,Il32lO 

0,097517 

0,101721 
0,100600 
0,100880 



o, 1 18210 

0,097317 

0,101722 
o, 10069 f 
0,100902 
o,ioo79j 



o, 122452 

0,119343 
0,120176 

0,119954 

o , I 20009 



0,127707 

0,180878 

0,180029 
o,i8o256 
0,180199 



Douze travées. 



o, 1224^2 
0,119343 
o, 120176 
0,119953 
o, 120014 

0,119993 



0,127707 
0,180878 

0,180029 
0,180257 
0,180195 
o,i3o2i5 



1,3 



o.i3338îi ! 
0,1^2826 
o , 1 40809 I 
o, 1^0988 



o, i383yj 
0,142880 
0,140296 
0,150987 
0,150757 



0,1 38885 
0,142829 
0,140299 ' 
0,140974 j 
o,i4o8()5 



o,i83385 
0,142829 
0,140298 
0,140977 
0,1 '40792 
o,i4o854 
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Tableau V. — Abscisses des points où s'annulent les moments 
de flexion dus à la charge permanente. 







( Voir § 403.) 






! 

I^DICATIO» 

det 

abscisses. 


NOMBRE n 

des 
iraTMs. 


RAPPORT DE CnAODB ABSCISSE X 

à la loQgueur de sa travée, pou 


1 ^^ "^1 

p5 = 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 








i 
Première travée. 


1 


!.r 


I»ciir n q-iel- 


, OOOOO 


, 00000 ' , 00000 


0,00000 


i 


conque 

3 


0,83622 


i 
0,82818 ! 0,81606 


0,80000 




4 


0,80795 


0,80373 


0,79634 


0,78571 




5 


o,8i5o6 


0,81000 


o,8oi46 


0,78947 




6 


o,8i3i3 


o,8o83i 


0,80008 


0,78846 1 




7 


o,8i364 


0,80876 0,800^5 


0,78873 


, X 


8 
9 


o,8i35o 
o,8i354 


0,80864 1 o,8oo35 
0,80867 o,8oo38 


0,78866 


•*ï 


0,78868 




10 


o,8i353 


0,80866 0,80037 


0,78867 




11 


o,8i353 


0,80866 


0,80037 


0,78868 1 


1 


12 


o,8i353 


0,80866 


o,Soo37 


0,78868 ' 




^ 


o,8i353 


0,80866 1 0,80037 


0,78868 ' 


1 

! 




Deuxième travée. 




1 

j 


3 


Imaginaire. 


Imaginaire. 


0,35861 


0,27639 


1 


4 


0,43324 


o,36i34 


o,3o63i 


0,26608 




5 


0,50390 


0,38485 


o,3i43i 


0,26808 




6 


0,47771 


0,37761 


0,3l202 


0,26781 




7 


0,481^7 


o,379i7 


0,31262 


0,26799 


.r. 


8 


0,48316 


0,37896 


0,31246 


0,2679'» 


1 


9 


0,48261 


0,37910 


o,3i25o 


0,2679.3 




10 


0,48149 


0,37907 


0, 31249 


0,26793 




11 


0, 4^252 


0,37908 


0, 31249 


0,26795 




12 


o,4825i 


0,37907 


0,31249 


0,26795 




\ « 


o,4825i 


0,37907 


• 
0, 31249 


0,26795 
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Tableau V. 
(Suite.) 



IXOiCATIOX 

des 

abscisses. 



?l OMBRE n 

des 

trarées. 



jPoar n quel- 
r cunqae 



RAPPORT DE CUAQUE ABSCISSE X^ OU 07, 

à la longueur de sa travée, pour 8 = 



3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 



3 

4 

5 



7 

8 

9 

10 

11 

12 



1,1 



0,00000. 

0,78009 
0,77185 
o,774o5 
0,77346 
0,77861 
0,77357 
0,77358 

0,77358 
0,77358 

0,77358 



0,23873 
0,23689 
0,23787 
0,28725 
0,28727 
0,28726 
0,28726 
0,28726 
0,23726 
0,28726 

0,23726 



1,2 



1,25 



Première travée. 



O y 00000 

0,75643 
0,75474 
0,75519 
0,75507 
0,75510 
0,75509 
0,75510 
0,75510 
0,75510 
0,75510 

0,75510 

Deuxième 

o,3i565 
o,2i564 
0,21 56'} 
o,2i564 
o,2i56) 
o,2i564 
o,2i564 
o,2i564 
o,2i564 
o,2i564 

o,2î564 



0,00000 

0,74321 
0,74496 
0,74449 

0,74461 

0,74458 
0,74459 
0,74158 
0,74459 

o,74'.59 
0,74459 

0,74459 

travée, 

0,20734 
0,20725 
0,20727 
0,20726 
0,30727 
0,20727 
0,20727 
0,20727 
0,20727 
0,20727 

0,20727 



1,0 



0,00000 

0,72907 
0,78437 
0,78298 
0,78881 
0,78821 
0,78824 
0,73323 
0,78828 
0,78823 
0,78328 

0,78828 



o,2oo53 
0,20004 
0,20018 
0, 20014 

0,200l5 
0,200l5 
0,200l5 
0,200l5 
0,200l5 
0,200l5 

0,200l5 
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Tableau V. 

(Suite.) 



i;(DlCAT10:< I N0V3RE /l 

des I des 

«bsclMe*. ; traîéeii. 

i 



5 
G 
7 
8 
9 
10 
11 
12 



RAPPORT DE CnAQCE ARSCISSE X, 

à la longueur de sa travée, pour 



0,7 



0,8 



0,9 



= 



1,0 



Deuxième travée. (Suite.) 



3 


Imagioaire. 


Imaginaire. 


o,65i39 


o,7>3'5i 


4 


0,90467 


o,84SG2 


o,8auS3 


o,8<j3)') 


5 


0,7^901 


0,77140 


o,779«' 


o,783.<i 


6 


0,79^35 


0,79320 


0,79103 


or,^ss 


7 


0,78331 


«,7^753 


0,78803 


o,788.>3 


8 


0,7893s 


o,7S9oo 


0,78>vS4 


0,78^70 


9 


0,78859 


0,78839 


0,78863 


o,78.SJk) 


10 


o,78H;3 


0; 78869 


0,78869 


o,7S8'>^ 


11 


0,7886'i 


0,78867 


0,78867, 


0,78867 


12 


0,7886s 


0,78868 


0,78868 



o.7886> 



0,78868 

0,14576 
o,i3()3j 
0,13922 
o,i385i 
0,13870 
0,1 3865 
0,1 3866 
o,i386G 

0,1 3866 



0,78868 I 0,78868 
Troisième travée. 



0,16928 
0,1 6333 
0,16660 
o, 16610 
o , I 6639 
0,16637 
o, i6638 
0,166 '.8 

o,i6638 



o,i8532 
0,18391 
o,i843o 
0,18419 
0,18422 
0,18422 
0,18422 
o,i84i2 



o,788S> 

0,19631 
0,19^'j 
o,i9*>iS 

o,ig^i3 
0,19613 
OfigfiiJ 
0,19615 

0,19613 
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Tablkau V. 

(Suite.) 



absrUMs. 



NOMBBE n 

de» 

IraTflM. 



3 
4 
5 
G 
7 
8 
9 
10 
11 
12 



5 
G 
7 
8 
9 
10 
11 
12 



RAPPORT DR CnAQUR AB8CI88R â7, OU X, 

à la longueur de sa travée, pour 6 = 


1,1 


1,2 


1,25 


1,3 




Deuxième tr 


avëe. (Suite.) 




0,76127 


0,78535 


o,792f)6 


0.799I7 


0,70593 


0,78984 


0,78759 


0,78573 


0,78672 


o,7as36 


0,78896 


0,78946 


0.78918 


0,78876 


0,78860 


0,78856 


0,78834 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


0.7887. 


0,78868 


0,78867 


0,78866 


0,78867 


0,78867 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78869 


0,78867 


0.78867 


0.78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 
Troisièn 


0,78868 
ne travée. 


0,78868 


O,204'|J 


0,21017 


0,212V 


0,21535 


0,20435 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


o,2o438 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


o,2o'|37 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


0, 20438 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


0,20437 


0,21011 


0,21241 


0,21^32 


0,20437 


0,21017 


0,21241 


0,21432 


0,20437 


0,21017 


0,31241 


0,21432 


o,2o'|37 


0, 21017 


0,21241 


0,21432 



II. 



18 



»74 
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Tableau V. 












(Suite.) 




INDICATION 
des 


NOMBRE n 

d«s 

trarèet. 


■ APPORT DB CHAQUE ABSCISSE JT, OC X, 

à la longueur de sa travée, pour o = 




abscisses. 


0,7 


0,8 


0,9 


1,0 










1 
Troisième travée. (Suite. 


) 




X. ; 


f 5 
6 

l 

9 

10 


o,854'4 
0.77.46 
0,79331 
0,78733 
0,78901 
0,78809 


0,88072 
^.777^3 
0, 79^67 

0,7^769 
0,78889 

0,78862 


0, 81468 
0,78175 

0,79053 
0,78818 
0,78881 
0,7886^4 


0,80349 

o,7«i7^ 
0,7897} 
0,78889 

0,78875 
0,78865 










11 


0,78870 


0,78869 


0,78868 


0,78868 






12 


0,78867 


0,78867 


0,78867 


0,78867 






oc 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 








Quatrième travée. 






7 


o,23i5i 


0,223<)3 


0,21868 


0,21526 




8 


0,28061 


i>,2233o 


o,2i836 


o,2i538 




\x 


9 
10 
11 
12 


o,23o84 
0,28078 
0,28080 
0,28079 


0,22339 
0,22336 
0,23887 
0,32887 


0,21860 
0,21 809 
0,21859 
0,21859 


0,21539 
0,21539 




1 


0,21539 ' 
0,21539 


I 

1 


00 


0,28080 


0,22337 


0,21859 


0,21539 




1 


7 
8 
9 


0,76849 
o,79lo7 
0,78728 


0,77687 

0,79 '97 
«> 78779 


0,78183 
0,79065 
0,78815 


o,7«474 
0.78977 
0,78838 




^a ' 


10 
11 
12 


0,78906 
0,78857 
0,78870 


o,7«89i 
0,78861 
0,78869 


0,78883 
0,78864 
0,78868 


0,78875 
0,78865 
0,78868 




1 


00 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 
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Tableau V. 

(Suite.) 



• I!IDICAT10!I 
de» 


?IOMDRE 71 

des 


«APPORT DE CHAQUE ABSCISSE X 

à la longueur de sa travée, pour 


. 00 a?. 

6 = 


' abKiSMS. 

1 


1,1 


\A 


1,25 


1,3 


1 






Troisième travée. (Suite.) 






5 


0,79355 


0,78983 


0,78759 


0,78566 


1 


G 


0,7868} 


0,78837 


0,78897 


0,78958 


1 


7 


o»7«9'7 


0,78876 


0,78860 


0,78846 


i 


8 


0,7885', 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


! 

\ X ) 


9 

10 


0,78871 
0,78867 


0,78868 
0,78867 


0,78867 
0,78868 


0,78866 
0,78868 






11 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78867 




12 


0,78867 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


1 

1 


30 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


I 






Quatrième travée. 




1 


7 


o,ai3i9 


0,21164 


o,2iio3 


0,3I053 


1 


8 


o,3i3i9 


o,2ii63 


O,2ll03 


o,2io5j 


i 


9 


o,3i3i9 


o,2ii63 


0,2IX03 


o,3io5a 


X 


10 
11 


o,2i3i9 
o,ii3i9 


o,2ii63 
o,3ii63 


0,2II03 

o,2iio3 


0,2I053 

o,2io5a 






12 


o,3i3i9 


0,31 i63 


o,2iio3 


o,3io5a 




X 


o,3i3i9 


o,3ii63 


0,3II03 


0,2I052 


, 


' 7 


0,78681 


0,78836 


0,78897 


o,78^',8 


• 


8 


0,78918 


0,78876 


0,78860 


0,78846 




9 


0,7885', 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


X 


10 
11 


0,78871 
0,78866 


0,78868 
0,78867 


0,78867 
0,78868 


0,78866 
0,78868 


•^1 




n 


0,78868 


0,78868 


0,78867 


0,78867 




1 ■■• 

1 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 



^rù 



'A* 8ECTI0X. — CIIAP. IX 



Tableau V. 

(Suile.) 




RAPPORT DB CUAQUB AB8CI88B â?, OC OT, 

à la longueur de sa Iravée, pour o = 



0,7 



o,3o6i 3 
o,uoGio 
o,2o(3ii 
o,3o6ii 

0,306ll 

0,79385 

o,7H729 
o y 7%f>5 
0,788^8 

0,78868 

o,!iia73 
o,ar.»rj 



0,78727 

0,78905 

0,7881)8 



0,8 



0,9 



Cinquième travée. 



o,ao8i3 
o , 20809 
0,20810 
0,20810 

0,20810 

0,79188 
0,78782 
0,78891 
0,78861 



0,20989 
0,20988 
0,20938 
0,20938 

0,20988 

0,78016 
0,78861 
0,78881 
0,7886'! 



0,78868 0,78868 

Sixième travée. 



0,21219 
0,21218 

0,21219 

0,78781 
0,78892 

0,78868 



0,21 i85 
o,2ii85 

0|2ii85 

0,78815 
0,78880 

0,78868 



1,0 



0,210.)^ I 

I 

0,21028 I 
0,21024 ] 

0,2I02{ 



0,2102 I I 

I 

0,78888 
0,78875 
0,7886.) 



0,78868 

o,2ii6j 
0,21163 

0,21162 

i 

0,78888 
0,78875 

0,78868 
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Tableau V. 
(Suite.) 



IXDICATKVI 

dot 

abtcltset. 



irarce*. 



9 
10 
11 

12 



9 
10 
11 
12 



11 
12 



11 
12 



KAPPORT DR cnAOOE ABSCISSE X^ OU X^ 

à la longueur de sa trayéc, pour 6 = 


^^ . 


1,2 


1,25 


1,3 




Cinquième travée. 




o,aio83 


0,21124 


0,2ll4o 


o,aii54 


o,3io83 


0,21124 


0,2ll4o 


0,2Il54 


o,2io83 


0,21124 


0,2tl4o 


0,2ll54 


o,2io83 


0,21124 


0, 211^0 


0, 21134 


o,2io83 


0,2ll2i 


0,2ll4o 


o,2ii5i 


0,78967 


0,78876 


0,78860 


0,78816 


0,78834 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


0,78871 


0,78868 


0,78867 


0,78866 


0,78867 


0,78817 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 

Sixième 


0,78868 

travée. 


0,78868 


o,aii4G 


o,2ii35 


0,2ll3o 


0,21127 


o,3ii46 


o,2ii35 


0,2ll3o 


0,21127 


0,21146 


o,2ii35 


0,21l30 


0,21127 


0,78854 


0,78865 


0,78870 


0,78873 


0,78871 


0,78868 


0,78867 


0,78866 


0,78868 


0,78868 


0,78868 


0,78868 
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M. 



Tableau W,^ Rapport—^ des moments de flexion m<iximaj produits par 

la charge permanente, vers le milieu de chaque tracée au produit pl*^ 
(l =z travée de rive). 

(Koi>nM03.) 



ra:sg 

de la 
traTce. 


(ici 




M 

RAPPORT — 


p POUR 6 = 




0,7 


0,8 


0,9 


1,0 


1,1 


1,2 


1,25 


.1,3 


1" 


3 
4 

5 
G 
7 
8 
U 


0,0874 
0,0816 
o,o83o 
0,0827 
0,0828 
0,0827 
0,0827 


0,0857 

0,0804 
0,0820 

0,0817 
0,0818 
0,0817 
0,0817 


o,o832 
0,0793 
o,o8o3 
0,0800 
0,0801 
o,o8oi 
0,0801 


0,0800 
0,0772 
0,0779 
o»0777 
0,0778 
0,0777 
0,0778 


0,0761 
0,0745 

0, 07^49 

0,0748 

0,0748 
0,0748 
0,0748 


0,0715 
0,0712 
0,0713 
0,0713 
0.0713 
0,0713 
0,0713 


0,0690 
0,0694 
0,0693 
0,0693 
0,0693 
0,0693 
0,0693 


0,0664 
0,0674 
0,0672 
0,0672 
0,0672 
0,0672 
0,0672 





















3 
4 

? 

8 
9 


0,0X06 

o,oi3() 

0,0037 

o,oo63 
o,oo56 
o,oo58 
0,0057 


0,00S9 
0,0190 
0,0120 

o,oi38 
o,oi33 
o,oi35 
o,oi34 


0,0093 
0,0268 
0,0219 

0,0232 
0,0229 
0,0230 
0,0230 


0,025o 

o,o364 
o,o33i 
o,o34i 
o,o338 
0,0339 
0,0339 


o,o4i3 
0,0473 
0,0456 
o,o46i 
o,o46o 
o,o46o 
0,0460 


o,o582 
0,0593 
0,0590 
0,0591 
0,0591 
0,0591 
0,0591 


0,0669 
o,o658 
0,0661 
0,0660 
0,0660 
0,0660 
0,0660 


0,0758 
0,0725 
0,0734 
0,0731 
0,0732 
0,0732 
0,0732 


















l 5 
6 

1 


o,o3o7 
0,0247 
0,0262 
0,0258 
0,0259 


o,o35o 
o,o3oo 
o,o3i3 
o,o3o9 
o,o3io 


o,o4oi 
o,o362 
0,0372 

0,0369 

0,0370 


o,o46i 
0,0433 
o,o44o 
o,o438 
0,0439 


0,0528 
o,o5i3 
o,o5i7 
o,o5i6 
o,o5i6 


o,o6o5 
0,0602 
o,o6o3 
0,0602 
0,0602 


0,0646 
0,0649 
0,0648 
0,0649 
0,0649 


0,0690 
0,0699 
0,0696 
0,0697 
0,0697 












0,0599 
0,0600 
0,0599 
0,0599 






4- 


8 

9 

10 


0,0177 
0,0194 
0,0190 
0,0191 


0,0244 
0,0259 
0,0255 
0,0256 


o,o32i 
o,o33i 
o,o328 
0,0329 


o,o4o5 

0,04l2 

o,o4io 
o,o4ii 


0,0498 
o,o5o2 
o,o5oi 
o,o5oi 


o,o652 
o,o653 
o,o652 
o,o652 


0,0708 
0,0706 
0,0706 1 
0,0706 ; 


















5- 


9 
10 
11 


0,0212 
0,0207 
0,0208 


0,0273 
0,0269 
0,0270 


0,0342 
o,o339 
o,o34o 


0,0420 
o,o4i8 
0,0418 


o,o5o6 
o,o5o5 
o,o5o5 


0,0600 
0,0600 
0,0600 


o,o65i 
o,o65i 
o,o65i 


0,0703 
0,0704 
0,0704 






















6* 


11 
12 


0,0202 

0,0203 


0,0265 
0,0266 


o,o336 
0,0337 


0,04 16 
o,o4i6 


o,o5o4 
o,o5o4 


0,0600 
0,0600 


o,o65i 
o,o65i 


0,0704 
0,0704 



2* SECTION. — CHAP. X. — POINTS ET LIGNES D* INFLUENCE. 279 



CHAPITRE X. 

POINTS ET LIGNES d'iNFLUENCE. CONVOI MOBILE 
SUR UNE POUTRE CONTINUE. 

§ m. 

POms D'mrLUEHGE. — Théorème. — Dans le tiers moyen de 
chaque travée d'une poutre de section constante, à appuis 
quelconques, il existe deux points^ l'un possédant cette pro^ 
priété : si Von y place un poids unique, ce poids détermine sur 
V appui gauche de la travée et dans toute la partie de la 
poutre placée à gauche de cet appui, un moment de flexion 
plus grand que s'il occupait toute autre position dans la tra- 
vée, l'autre possédant la même propriété à V égard de l'appui 
de droite et de toute la partie de la poutre placée à la droite 
de cet appui. 

Nous appellerons, avec M. Weyrauch, ces points les points 
d'influence de la travée. 

Nous avons vu (§ 371 ) que, si une charge P agit dans une tra- 
vée A|_|A/:= //, à une distance a de l'appui gauche A/_,, les mo- 
ments de flexion qu'elle détermine sur les deux appuis ont pour 
expressions 

où Ui et (^/= // — Ui désignent les distances du foyer de gauche F,-, 
u^ et Vi^=^ /j— Ui celles du foyer de droite FJ, aux deux appuis. 
Si le mobile se déplace dans la travée, tout dans le second 
membre reste constant, sauf a. Donc la position qui donnera le 
plus grand moment de flexion, par exemple sur l'appui de droite. 
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sera défini par Téquation 

-57 = ^ 
ou, en développant, 

d'où 



7; = 77-^vUJ-7j-r 



Comme 7: < t» puisque le foyer F,- est dans le tiers de gauche 

de la poutre, a est réel. On ne prend pas la racine répondant au 
signe — devant le radical, parce que a serait négatif, ce qui ne 
correspond pas à un point de la travée. 

Je dis, de plus, que le point défini par cette équation est dans 
le tiers moyen de la poutre, c'est-à-dire que 






3 ^ // ^ 3 



La première inégalité donne 



ce qui est vrai, puisque- — -y^> étant plus petit que l'unité, est 
drc que i/- — j- cl, k plus forte raison, moindre que 

La seconde donne 



moin 



\/( 






et, comme les deux membres sont positifs, on peut élever au 
carré 



ou 


I ui A 4 ui 
3 // "^ cj 3 // 




I iii ^ 4 1 "/ ^ I 
37;<9-3 °" 77<3' 


ce qui est vrai. 
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il résiihe de là qu'il existe bien dans le tiers mojen de la travée 
«n point tel que, si Ton y place un poids quelconque, on ob- 
tient sur Tappui de droite A/ un moment de flexion maximum. 

Mais les moments de flexion en tous les points de la poutre 
placés à droile de cet appui deviennent maximum en même temps 
que celui de l'appui, avec lequel ils sont en rapport constant. 
En eflet, ayant le moment A/M/ sur l'appui A/ {^fig* 4^), pour 

Fig. 42. 




avoir celui A/^iM/^i sur l'appui suivant, il suffit de joindre le 
point M| au foyer de droite F)^.^ de la travée //+«. De même, on 
obtient le moment sur l'appui A/^^? en joignant le point M/^i au 
loyer FJ^^- Si donc A/M/ varie, par suite du déplacement du 
poids P, les moments A/^iM/^i, ... sur les appuis suivants va- 
rient dans le même rapport, et si la valeur absolue du premier 
devient maxima, les valeurs absolues de tous les autres deviennent 
inaxima en même temps; il en est de même de la valeur absolue 
du moment 6rm, en tout point a de la partie de droile de la poutre. 

On démontrerait la même proposition en chercliant la valeur 
(le a qui rend maximum M/_|, et par suite tous les moments de la 
portion de la poutre placée à gauche de la travée //. 

L'équation qui donnerait la valeur de a répondant à cette nou- 
velle condition est 



+ ^- 



d'où 



(a\* u'i a 



Si l'on prenait le radical avec le signe -J-, on vérifierait sans 
peine que le second membre serait plus grand que i, parce que le 
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foyer FJ. étant dans le tiers de droîte de la poutre, on a 

77^3- 

On peut, du reste, rendre Téquation ci-dessus symétrique de 
celle que nous avons discutée, en posant 

Alors l'équation du second degré devient 

(l)'-4;l-(r-l) " ^<P 

^ est la distance du nouveau point obtenu à l'appui A/, et Ton 
aurait 

l _ ''' ^ i /J^ïyZWZl 
h ~7; ' v \ii) li "^3' 

Mais nous conservons l'abscisse a pour définir ce second point 
comme le premier. Appelons a^ l'abscisse du point d'influence 
qui rend maxima les moments de la partie de droite de la poutre 
et oLg celle du point d'influence relatif à la partie de gauche; 
on aura 



(a) 



li ~ li V \ii/ 3 ir 



W| 

3 //■ 



Les positions de ces points sont faciles à calculer, dès qu'on a 
les foyers de la travée, points que nous savons déterminer, soit 
analytiquement, soit graphiquement. 

En portant la valeur numérique a = a^ dans l'expression (i) de 
M|_| et celle a = a^ dans l'expression de M,-, on aura les valeurs 
maxima de ces moments et, par suite, de tous ceux produits par 
un mobile qui chemine dans une travée //, en dehors de cette 
travée. 

§406. 

UftHES D'UrLUmCE. — Considérons une section fixe quelconque 
X d'une poutre; soit x l'abscisse supposée donnée de cette section 
relativement à l'appui gauche de la travée où elle se trouve. 
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Pour tracer la ligne d'influence relative à cette section^ il faut 
supposer une charge P = i dont le point d'application C d'abscisse 
a franchit la poutre tout entière et, dans chaque position de C, 
porter, en ordonnée sur la verticale de ce point, le moment de 
flexion M = r que, dans cette position, l'unité de poids détermine 
dans la section donnée X. 

L'équation de la ligne d'influence a donc lieu entre les deux 
variables y et ol considérées comme coordonnées courantes ; dans 
cette équation l'abscisse x de la section considérée entre comme 
un paramètre constant. 

La nature de la courbe et son équation changent naturellement 
de forme toutes les fois que le mobile passe d'une travée dans une 
autre. 

Dans chaque travée, nous entendrons, comme il est convenu, 
par a l'abscisse du mobile comptée depuis l'appui gauche de cette 
travée. 

Observons que le plus important pour une section donnée est 
d'avoir la portion de la ligne d'influence qui répond au passage du 
mobile dans la travée à laquelle appartient cette section et dans 
les travées contiguës; car, à mesure qu'il s'éloigne de ces travées, 
son influence sur la section considérée diminue rapidement (§ 372). 
Cependant nous allons voir comment on peut tracer les lignes 
d'influence complètes. 

Nous admettons qu'on a déterminé (ce qui peut se faire dès que 
les longueurs des travées sont données) les deux foyers et les 
deux points d'influence de chaque travée. 

§407. 

TRACÉ ET GABAGTËBE8 DES UftHES D'IHrLUEHGE BELATI7ES AUX APPUIS. 

— Occupons-nous d'abord de la ligne d'influence relative à un 
appui quelconque À/.| et, en premier lieu, de la portion de cette 
ligne obtenue en supposant que le mobile parcourt chacune des 
deux travées A|_| A|== /,• elAi^^^Ui = '«-i contiguës à cet appui, 
la première à sa droite, la seconde à sa gauche. Quand il parcourt 
la travée Z/, pour chaque position qu'occupe le mobile, le moment 
de flexion M|_i ^^i_i est donné par la première des équations (i), 
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soit 

Cette équation, où a est Tabscisse et j^i_i l'ordonnée, est Té- 
quation de la portion de la ligne d^iniluence cherchée qui répond 
au passage du mobile sur la travée //. On voit que c'est une para- 
bole du troisième degré; elle coupe l'axe des x aux points Ai_i 
et À/, ce qui devait être, puisque, si le mobile passe sur un appui, 
il ne produit de flexion nulle part et l'ordonnée^'/_i = o. 

Entre ces points, l'ordonnée est constamment négative. Non> 
avons vu, en effet (§ 372), que si un mobile parcourt une travée, 
dans toutes ses positions le moment sur les appuis est négatif. 
Prise en valeur absolue, elle atteint son maximum au point d'in- 
fluence relatif à la partie de la poutre située à gauche de //. 

La dérivée seconde de yi_i s'annule pour a = «/, c'est-à-dire 
que la courbe présente une inflexion répondant au foyer de 
droite. Elle a donc {^g' 1 2 1 , PL XXXl^ la forme A/_, //_i Ji_i A., 
passant par les appuis A/^i, A/, ayant sa tangente horizontale au 
point d'influence d'abscisse connue a^ et son point d'inflexion en 
J/. Elle est, par suite, très facile à tracer; il suffit de calculer 
l'abscisse a^ et l'ordonnée correspondante ^|_| = M/_| par la pre- 
mière des équations (2) et celle (3). 

Le plus simple, pour cela, est, dans chaque cas, de remplacer, 
dans l'équation (3) ci-dessus, a par sa valeur numérique a^ cal- 
culée au moyen de (2), et de remplacer de même les constante^ 
/i, «/, u\ par leurs valeurs numériques. 

Si l'on voulait déterminer la courbe plus exactement que par 
son point maximum, ce qui, en général, ne sera pas nécessaire, on 
aurait facilement, par l'équation (3), les coefficients angulaires des 
tangentes en A,_i et A/, à savoir, pour le premier 

\ a /a=o Ui—Ui li 

pour le second 






Si le mobile fictif parcourt la travée /|_i placée immédiatement 
à la gauche de l'appui qu'on considère A/_|, on obtient une nou- 
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vclle portion de la courbe d'influence relative à la section passant 
par cet appui. 

Son équation, d'après la seconde des formules (i) du paragraphe 
précédent, où Ton fera P= i et où l'on remplacera /par i — i et 
Mi-i parjKi.i, est 

«1-1 — W,_i li-x \ li-xj 

a désignant Tabscissc d'un point quelconque de la nouvelle branche 
de courbe comptée depuis Tappui A/_2 etj^v_i Tordonoée corres- 
pondante. C'est une courbe de même nature que la précédente 
qui passe par les deux appuis A/_2 et A/.^, a sa tangente hori- 
zontale au point d'influence de la travée lu^ relative à l'appui de 
droite de celte travée et son point d'inflexion au droit du fo^er de 
gauche F/_| (c'est toujours le fo^er opposé à l'appui A/., que l'on 
considère). 

On aura ainsi la courbe A,_| /)^, J)._, A/_2. Les deux branches 
de courbe qu*on vient de tracer sont ainsi les deux parties de la 
ligne d'influence relatives a la section faite au droit de l'appui 
A/_i qui répondent au trajet du mobile fictif sur les deux travées 
contiguës à cet appui. 

Supposons qu'on ait ainsi tracé pour chaque appui la portion de 
ligne d'influence répondant au passage du mobile sur les deux 
travées qui lui sont contiguës. Ce sont les parties les plus im- 
portantes. Pour tracer toutefois le surplus de chacune de ces lignes, 
on procédera ainsi. 

Proposons-nous, par exemple, de tracer la partie de la ligne 
d'influence relative à Tappui A/_| comprise entre A/^i et A/^a» 
c'est-à-dire celle obtenue lorsque le mobile parcourt la travée 
A/^i A/^2 = '/+2« l^at* hvpothèse, on a tracé au préalable la portion 
de la ligne d'influence relative à l'appui A,-+i, comprise entre 
A/^.1 etA/^2ï puisqu'on a commencé par chercher, au moven des 
règles qui précèdent, les lignes d'influence de chaque appui dans 
les deux travées qui lui sont contiguës. Donc, quand le mobile 
fictif occupe une position quelconque C entre ces deux points, 
l'ordonnée correspondanle de cette courbe marquée (A/^i) repré- 
sente le moment de flexion qu'il détermine sur l'appui A,-^,. Soit 
Ce cette ordonnée; mettons-la en place en A/^iC/^i, joignons le 
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point c/^i au foyer F/^i ; on dëlerminera le moment A/C/ sur 
Tappui A/; joignons a au point F/, nous déterminerons l'ordonnée 
A/_|C/_i qui représenle le moment de flexion que le mobile, dans 
la position C, détermine sur Tappui considéré A/_| et c'est la 
longueur A|_i Ci_s qu'il faut porter en ordonnée au point G pour 
avoir le point correspondant m de la courbe d'influence cher- 
chée A/_i. 

On voit, par celte construction, que le rapport wC : cC est le 
même pour tous les points, de sorte que la courbe A/^.i niKi^^ se 
déduit de suite de celle (A/+i) relative à l'appui Ai^., par une ré- 
duction des ordonnées de celle-ci dans un rapport constant. La 
première de ces courbes est donc de même nature que la dernière; 
leurs ordonnées maxima se correspondent, ainsi que leurs points 
d'inflexion. 

On tracerait de même la courbe {^i-\) entre les appuis A/ et 
A/^i. Si C est une position du mobile entre ces points, l'ordonnée 
Ce' de la courbe (A/) d'influence relative à l'appui A/ représente 
le moment de flexion produit sur cet appui par le mobile C. 

Mettons cette ordonnée en place en A|C). Joignons C/F/, nous 
aurons l'ordonnée A/_ic'^_, qui représente le moment de flexion 
que le mobile G' détermine sur l'appui A/_i, c'est-à-dire l'ordonnée 
G' m' (ici positive ou à porter de haut en bas) de la courbe d'in- 
fluence cherchée (A|_i). Toutes les ordonnées de cette courbe 
sont d'ailleurs celles de A,c'A|^i réduites dans un rapport constant. 
En procédant de même vers la gauche, on obtient, comme on le 
voit, très rapidement toutes les branches delà courbe (A/..,); mais 
on voit de suite qu'il n'y a d'important que les deux branches con- 
tiguës à l'appui A/_,, les autres donnant des moments beaucoup 
plus faibles sur cet appui. 

§ 408. 

TBAGÉ ET GABAGTÈBE8 DE LA PORTION DE LA U6HE D'INFLUEVCE BE- 
LATI7E A USE SECTION aUELGONOUE, SITUÉE DAHS LA MËHE TRAVÉE ttUE 
CETTE SECTION. — Théorème. — La partie de la ligne d' influence 
relative à une section quelconque X comprise dans la même 
travée // que cette section se compose de deux arcs de paraboles 
du troisième degré. Celui placé à gauche de la section passe 
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par V appui de gauche de la travée; celui placé à droite passe 
par V appui de droite. Ils passent tous deux en un même point 
de la verticale X. 

Nous désignons généralement par (X) la courbe d'influence 
relative à une section X. 

Voyons d'abord comment on peut déterminer graphiquement 
un point quelconque de la portion de la courbe (X) {Jig. 121, 
PL JCJCJCI) placée dans la travée // qui contient la section X. 

On a déterminé par les moyens qui précèdent les lignes d'in- 
fluence relatives aux apppuis A/_4 et A/. Il suffit, pour ce qui va 
suivre, d'avoir les deux branches des courbes A, et A/_| contenues 
dans la travée //. 

Soit C| une position du mobile ; le moment de flexion qu'il dé- 
termine dans la section X et qu'on devra porter en ordonnée à 
partir du point Cf se compose du moment [x qu'il déterminerait 
dans la section considérée si la travée existait seule posée sur les 
appuis simples A|_| et A/, moment positif, diminué de l'ordonnée 
Y de la ligne de fermeture. 

Construisons la ligne d'influence de la travée A/_| A/ supposée 
seule. Il suffit pour cela (§ 304) de prendre l'ordonnée A/_j S égale 
à l'abscisse A/_,x de la section X, de joindre SA/; on détermine 
ainsi dans la section X un point X©, et le contour formé par les 
deux droites A|_,Xq et Xo A/ serait la ligne cherchée si l'échelle 
des forces était la même que celle des longueurs. Admettons qu'elle 
soit trois fois et demie plus grande; on prendra une ordonnée 
xH!^ égale à trois fois et demie celle de Xq, de sorte que le contour 
A|_,X'^A/ représentera ligne d'influence cherchée. 

Par suite, l'ordonnée C| jjl représente la valeur de jjl. 

D'autre part, les ordonnées C| a/ et C| Gr/_| des lignes d'influence 
relatives aux appuis donnent les moments de flexion sur ces appuis, 
moments négatifs. Portons A/_|é/^_, égal et de sens contraire à 
G| a/_| et Kia'i égal et de sens contraire à C| ai, La ligne de fer- 
meture sera a\_^a'.. L'ordonnée :rj:/ que détermine, sur celle ligne, 
la section X doit être retranchée de G^ [jl = [jl pour avoir le moment 
de flexion cherché. Donc, à partir du point [jl, portons jjlci = xx\ 
et le point C| sera un point de la ligne cherchée. 

On peut déterminer ainsi autant de points que Ton veut. 

On verrait par la construction même, qu'on obtient ainsi deux 
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arcs de courbe, comme ceux marqués (X) sur la figure, passant 
chacun par un appui et se coupant en un même point de la verli- 
cale (X). Le fait ressort aussi du calcul, qui montre, en outre, que 
chacune de ces deux courbes est un arc de parabole du troisième 
degré. 

En effet, si Ton désigne par y l'ordonnée de la courbe d'io- 
fluence ou le moment de flexion produit dans la section (X) d'ab- 
scisses X par la charge P = i d'abscisse a, on a 

Or le moment ji produit par une charge P=i placée en C* 

(l'abscisse de C| étant a) a été calculé souvent ; on a : 

Pour a<^x, 

a , 

Pour a > j?, 

/-a 



Soit >' l'ordonnée relative à C| de la droite de fermeture a\,^a]. 
En posant 

Téquation de cette droite est 

, X 1 — X 





Donc : 


















1" Pour a 
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X, 
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+yi 
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\ùis) 
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it- 




h-T 


+ri 


T, 



Mais les ordonnées yi et yu^ de la ligne de fermeture sur les 
appuis représentent les moments de flexion produits par la 
charge C| d'abscisse a sur ces appuis. Ce sont donc les ordonnée> 
des courbes d'influence (A,) et(A.|_i), c'est-à-dire des fonctioD> 
du troisième degré de l'abscisse a données par les équations (i • 
du 8 405. 
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Donc les deux dernières équations représentent bien deux 
arcs de parabole du troisième degré. D^ailleurs, comme pour 
a = o et a = //, on a^'/ =^|_| = o, puisque les courbes A/ et A/_t 
passent par les appuis, la première équation donne ^ = o pour 
a = o et la seconde pour a =: //. De plus, les deux donnent la 
même valeur de r pour a = x. 

Théorème II. — i® Lorsqu'une section X est comprise entre 
les foyers de ta travée où elle se trouve, aucune des deux 
branches (X) de la ligne d'influence comprises dans cette tra- 
vée ne peut rencontrer Vaxe des x en d'autres points quaux 
appuis y et aucune de ces branches de courbe ne peut présenter 
fi' inflexion. Elles ont toujours la forme qu'affectent les deux 
branches (X) de la courbe d'influence relative à la section X, 
courbe et section tracées en lignes pleines avec liséré, 

!a" Si la section X est comprise entre un foyer et l'appui le 
plus voisin de ce foyer, la branche de courbe placée du côté de 
cet appui ne peut pas présenter d'inflexion et ne peut pas ren- 
contrer Caxe des X en un autre point que l'appui lui-même; 
mais celle placée du côté de V appui le plus éloigné de X pré- 
sente une inflexion et coupe l'axe des x entre les foyers. [Les 
deux branches de la courbe (X') tracées sur la figure en traits et 
points alternés et relatives à la section X' comprise entre le foyer 
et la section de droite indiquent la forme qui se présente toujours 
dans ce cas. Il y a un point d'inflexion entre le foyer et l'appui 
opposés à ceux qui comprennent entre eux la section X'*] 

Nous allons d'abord établir la partie du théorème concernant 
les inflexions. 

On voit que les seconds membres des équations (4) et (4 bis)^ 
c'est-à-dire les ordonnées des deux arcs de courbe, ne difl'èrent que 
par des termes du premier degré en a. Donc les dérivées secondes 

-j^ des ordonnées sont les mêmes pour les deux courbes, c'est- 
à-dire ne présentent pas de discontinuité au passage de la section X . 
D'ailleurs l'équation -^-j = o étant du premier degré en a, il ne 

peut exister, dans toute la longueur de la travée, qu'une inflexion 
au plus. Ainsi, ou aucun des deux arcs n'a d'inflexion ou l'un 
d'eux au plus en présente une. 

II. .9 
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Ceci posé, à Taide de l'une des équations (4) ou (4 bis), for- 
mons l'équation 

s=» -' %=<''-') -^'- 

ou, à l'aide des équations (i) du premier paragraphe de ce Cha- 
pitre, en faisant P = i , M/_, = r«_i , Mi=yi, 

(x — i/|)r,-a — (a: — u'i)ui(li— ol) = o; 
d'où l'on tire 
^ a _ (.r— i/;)r// 



// {x — Ui)v'i -h(x— u'i)Ui 
OU 

a (T—u',)Ui 



(5 bis) 



li ^v'i^Ui)X—Uili 



On voit que, pour ar = o (section sur l'appui A/_i ), on a, pour 
l'abscisse a du point d'inflexion, 

a = «;, 

coïncidant avec le foyer de droite, ce que nous avons en effet 
constaté pour les lignes d'influence relatives aux appuis. 
Pour X = /|, on a de même 

a = Ui, 
Pour X = u\ (section X coïncidant avec le foyer de droite) 

a= o, 
et pour X = Ui 

Examinons mamtenant, d'une manière générale, la condition 

pour qu'il y ait un point d'inflexion. Il faut pour cela, et il suffit, 

que 

a 

0<y<I. 

I** Supposons x'^ii'if c'est-à-dire la section comprise entre le 
foyer et l'appui de droite; on aura a fortiori x > w/et l'équation 
.(5) montre que a> o. Il faut ensuite, en vertu de (5 bis)y que 

•' (x—u))ui 



{Vi'hUi)x — Uili 



r 
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OU 

v'iX — Ui{li— u'i) > o OU v*i{x — w/) > o, rr > «/, 

condition qui est satisfaite. 

Ainsi, si X est compris entre le foyer et Tappui de droite, il y 
a une inflexion. 

Je dis que le point d'inQexion est compris entre le foyer et 
Tappui de gauche, c'est-à-dire que 

a<M/, 
ou 

ce qui a lieu, puisque le second membre est > i, le premier <[ !• 
Supposons, à présent, la section X comprise entre les foyers, 
soit 

Ui<X<. u'i. 

Alors le numérateur de a est négatif. Pour que a soit positif, il 
faut que le dénominateur le soit aussi ou que 

x< ^'•"'• 



Vi -h m 



Ainsi déjà, si cette condition n'est pas remplie, la partie i** du 
théorème est établie en ce qui concerne le point d'inflexion. Suppo- 
sons-la remplie. Alors les deux termes de y sont négatifs et, en les 
changeant de signe, on a 

a __ {u'i — x)Ui 

Ti ~ liUi—{Vi-\- Ui)x' 

qui doit être < i, ou 
{u'i — x)Ui<iliUi—{v'i-^Ui)x ou ViX<.uiv'i ou X<.Ui, 

ce qui est contre notre hypothèse. 

Occupons-nous maintenant des points d'intersection avec l'axe 
des X, Nous avons vu (§ 369 et 370) que, si un poids C {^g* 43, 
p. 292) agit en un point quelconque d'une travée, le moment 
fléchissant en chaque point de la travée est l'ordonnée du contour 
formé par deux droites M/_|SM/, que ces deux droites coupent 
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toujours l'axe des x en deux points y ety compris entre chaque 

foyer et Tappui le plus voisin. 

Il résulte de là que, à chaque position C du poids répond une 

section X entre A|_, et F/, et une section X' entre F/ et A/ où le 

moment de flexion est nul. 

l'ig. 43. 

Mi 




Inversement, à chaque section X comprise entre A|_| et F/ (ou 
à chaque section X' comprise entre F], et A/) répond une posi- 
tion C telle que, si Ton y applique un poids, on ne détermine pas 
de moment de flexion dans cette section. Cela équivaut à direque 
la ligne d'influence relative à cette section X (ou celle X') coupe 
Taxe des x en C, puisque l'ordonnée de la ligne d'influence en 
chaque point C est le moment de flexion même qu'un poids P== i 
appliqué en C détermine dans la section. 

Au contraire, il n'existe aucune position G du poids qui puisse 
fournir un moment nul dans une section X'' comprise entre F/ 
et F^- puisque, quelle que soit la position du point C, les points j 
et f de moments nuls sont toujours dans les segments A,_| F/ 
etF;A,. 

Conclusions. * — Nous pouvons, à présent, nous faire une idée 
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très précise de la porlion de la ligne d'influence relative à une 
section X comprise dans la même travée que X. 

1" Si X est entre les deux foyers, les deux arcs de courbe ont 
toujours la forme des courbes (X) de la^î^. 121 {PI. JTA^A^I)^ 
passant par les appuis A/_i et A/; coupant X en un point que nous 
savons déterminer graphiquement, comme il a été expliqué dans ce 
paragraphe, présentant leur concavité vers les ordonnées posilives 
ou vers le bas, sans jamais avoir d'inflexion et ne coupant pas 
Taxe des x aifleurs qu'en A/_| et A/. 

La connaissance du seul point où ils coupent la section X suf- 
fit, d'après cela, à les tracer approximativement. 

2® Si le point est compris entre un foyer et un appui, les deux 
branches de courbe présentent toujours la forme indiquée 
(Jig- 121, P/. ^-/OV) pour la courbe (X') relative à la section X' 
comprise entre le foyer F'^ et l'appui A/; la branche qui est du côlé 
de cet appui est comme les branches dont nous venons de parler ; 
Tautre, au contraire, s'élève au-dessus de Taxe des x, présente un 
maximum négatif^ puis un point d'inflexion entre le foyer et 
l'appui opposés au foyer et à Tappui comprenant la section. 

3° De là résulte que, si un poids mobile traverse eflectivement 
la travée : 

a. Sur toute section X comprise entre les foyers, il produira le 
moment de flexion maximum au moment de franchir cette section. 

b. Sur les sections X' comprises entre un foyer et un appui, il 
se produit un moment maximum positif quand le mobile franchit 
la section et un maximum négatif lorsqu'il franchit une certaine 
section autre que X'. Ce dernier, pris en valeur absolue, sera in- 
férieur, égal ou supérieur au premier suivant la position de la 
section. Les sections très voisines d'un foyer partagent naturelle- 
ment la propriété de celles comprises entre les foyers, qui consiste 
en ce que le moment maximum positif se produit au moment où 
le mobile les traverse; au contraire, celles très voisines d'un 
appui partagent la propriété des lignes d'influence des appuis 
(§ 407), qui est de donner lieu à un moment maximum négatif. 

Entre chaque foyer et Tappui voisin, il. existe donc toujours 
une section pour laquelle le maximum positif est égal au maximum 
négatif. 
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Soient Xo et X'^ ces deux sections (non indiquées sur la figure) 
pour les deux segments A|_| F, et F^A/. On peut les déterminer 
approximativement par tâtonnement, et alors on pourra affirmer: 

c^. Que, pour toute section X comprise entre Xq et X'^^, le mo- 
ment maximum dû à un mobile unique se produit lorsque ce 
mobile franchit la section X; 

b'. Que, pour toute section comprise entre X© et Tappui voisin 
ou entre X'^ et Tappui voisin, le moment maximum ne se produit 
jamais à Tinstant où le mobile franchit la section, mais lorsqu'il 
franchit une autre section répondant au maximum analytique (ou 
négatif) de l'ordonnée de la courbe d'influence. 

Remarque. — La ligne d'influence relative à chaque foyer est 
tangente à l'axe des x au droit de l'appui opposé. 

Ainsi, si X' se rapproche indéfiniment de F)-, le point d'inter- 
section de sa ligne d'influence avec l'axe des x se rapproche indé- 
finiment de l'appui A|_|, en sorte que les deux points d'intersec- 
tion viennent se confondre. A gauche de A/_j, la ligne d'influence 
relative au foyer de droite F^ coïncide partout avec l'axe des x, 
puisqu'un poids placé dans cette partie de la poutre donne un 
moment nul en F].. 

Si la section X dépasse le foyer F|. vers la gauche, il n'y a plus 
de points d'intersection avec l'axe des x autres que ceux des 
appuis. 

§409. 

TRACE ET GABAGTÈBS8 DE LA UGHE D'OUXHEHCE BELATIYE A UHE SECTItni 
aUELGOHaUE EH DEHORS DE LA TRAYÉE aUI EEHFERME CETTE SEGTIOI. — 
Théorème. — Les portions de la ligne dUnJluence relatives à 
une section quelconque X placées en dehors de la travée qui 
contient X sont des paraboles du troisième degré que Von ob- 
tient par simple réduction dans des rapports constants, des 
ordonnées des lignes d' influence relatives aux appuis. 

Ainsi, cherchons {fig- 121, PL XXXI) l'ordonnée de la ligne 
d'influence (X) relative à la section X au point C de la travée 
A|-A|.f.|. C'est le moment de flexion qu'un mobile de poids P= i 
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placé en C produit dans la section X. Or G'c'= A,cJ- est, ainsi 
que nous l'avons déjà vu, le moment de flexion que ce mobile 
exerce sur l'appui A/. Donc, celui qu'il produit en un point quel- 
conque de la travée A/^i A/ est représenté par l'ordonnée corres- 
pondante de la droite c^F/. Dans la section X, ce moment est :ray'. 
Ainsi, C'mjc= ûcûc" estl'ordonnée cherchée. On trouverait de même 
C'm^pour l'ordonnée du point G' de la ligne d'influence relative à 
la section X'. 

On voit que l'ordonnée C'mx= xx^^ de la courbe cherchée a été 
obtenue en réduisant l'ordonnée correspondante ÇJ d =i A/c) de la 
ligne d'influence relative à l'appui A/ dans le rapport Ytx : F,A/ 
qui est constant pour une section donnée X, c'est-à-dire pour 
tous les points de la courbe A///îxA/_j,|. On trace donc ces nou- 
velles courbes avec une extrême rapidité. Sur la figure, nous 
avons tracé : 

1° La courbe d'influence (A/_,) relative à l'appui A/_|, en 
lignes pleines entre A/_3 et A/^i ; 

1"* La courbe (X) relative à la section X comprise entre les 
foyers, en lignes pleines avec liséré entre A/_2 et A/^^ ; 

3° La courbe (X') relative à la section X' comprise entre le 
foyer et l'appui de droite de la travée //, entre les mêmes points 
en traits et points alternés. 

Remarque, — Au passage d'un appui, les deux parties d'une 
même courbe qui y passent n'y sont pas généralement tangentes. 
Il n'y a aucune raison pour cela. En particulier, la courbe relative 
à un appui A/_4 au droit de cet appui présente deux branches 
formant un rebroussementtrès marqué. 

§ 410. 

HOMEHT HAXnnni DÉTEBHDIÉ PAB LE PASSAftE D'UN MOBILE UnaUE. 
— Si une surcharge mobile peut être réduite à un simple point 
mobile de poids P, les considérations qui précèdent permettent de 
trouver, sans tracer toutes les courbes d'influence, le moment 
maximum déterminé dans chaque section. 

Dans une section X d'une travée comprise entre les foyers 
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de la travée, le moment maximum se produit quand le mobile est 
dans la section. On déterminera graphiquement, comme il a été 
dit (§ 408) ou par Téquation (4) (§ 408) en y faisant a = ar, l'or- 
donnée de la ligne d'influence pour cette position, et on la multi- 
pliera par P. 

Pour une section X' comprise entre un foyer F^. et l'appui 
voisin A|, le moment maximum se produit soit quand le mobile 
passe dans la section X', soit quand il passe dans le voisinage du 
point d'influence a» qu'on a déterminé. On devra donc déter- 
miner, ce qu'on peut faire graphiquement, les deux ordonnées et 
prendre la plus grande en valeur absolue. Mais on est assuré que, 
si la section X' est très près du foyer, c'est quand le mobile passe 
dans la section qu'a lieu le moment maximum, et si elle est très 
près de l'appui, c'est au contraire dans les environs du point d'in- 
fluence. 

§411. 

HOMEHT MAimUM DÉTEBimiÉ PAB LE PASSAGE D'UN GOMYOI. BÎGIXS 
PRATIQlUES. — En général, il suffit d'avoir les moments maxima 
que le convoi détermine sur les appuis et dans une section prise 
au milieu, ou vers le milieu de chaque travée. Il suffit donc de 
Iracer les lignes d'influence relatives aux appuis et à de telles 
sections. Pour un appui donné A,_| {Jig. lai, PL JCJCJCI)^ il 
n'est d'ailleurs pas nécessaire de tracer la totalité de sa ligne d'in- 
fluence. Si les deux travées qui y aboutissent ont des longueurs 
très inégales, il suffira, en général, d'avoir la portion de la courbe 
relative à la plus grande de ces travées; si elles sont sensiblement 
égales, il faut tracer les courbes relatives aux deux travées. 

La première chose à faire, en tout état de cause, est de déter- 
miner pour toutes les travées les positions des points d'influence 
oLg et a,/, et le moyen le plus court et le plus exact est de les cal- 
culer par les formules (2) du § 40o. 

Ayant le point a^ delà travée A/_|A/, l'ordonnée correspon- 
dante ^gtu\ de la ligne d'influence (A/_i) relative à l'appui A/_i 
s'obtient graphiquement. On doit supposer un mobile de poids 
P = I placé en a^, déterminer le moment de flexion qu'il produit 
sur l'appui A/ .|, et ce sera là l'ordonnée cherchée. 
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Or, nous savons (§ 408) tracer la ligne de fermeture répondant 
fi la position choisie du poids, et les inlerseclîons de cette ligne 
avec les appuis A/_i, A/ donnent les moments sur ces appuis (ici, 
il suffit d'avoir le premier) changés de signe. 

Ayant le point maximum //..| de la courbe, sachant d'ailleurs 
qu'elle passe par les points A/_|, A/ et qu'elle présente une in- 
flexion sur la verticale du foyer F^, on peut la tracer avec une 
approximation suffisante. Le convoi, pour produire le moment 
maximum, devra être placé à cheval sur la verticale du point a^ 
et l'on trouvera sa position exacle en suivant la marche indiquée 
iui § 313. 

11 se peut qu'on obtienne une position du convoi telle qu'un 
ou plusieurs essieux aient dépassé la travée considérée quand le 
convoi se trouve, par exemple, en partie sur la travée A/_|A| et 
eu partie sur la travée A/_2A,_,. 

Ayant tracé la ligne d'influence A|_.| dans toute l'étendue des 
deux travées, on appliquera les règles du § 3t3 à toute la ligne 
ainsi tracée, ces règles élant générales et applicables, quelles que 
soient la forme et l'étendue des lignes d'influence. 

Pour une section X prise au milieu ou vers le milieu d'une 
travée, on sait que la partie de la ligne d'influence (X) comprise 
dans la travée A/_| A/ où est la section a la forme indiquée sur la 
figure, c'est-à-dire se compose des deux arcs A/_| S' et S'A/. 

L'ordonnée xS^ dans la section X se détermine graphiquement 
par la méthode du § 408. Un poids P = i étant appliqué en x, on 
trouve très rapidement le moment de flexion qu'il détermine en 
tous les points de la travée, et en particulier au point x: 

Connaissant l'ordonnée xS', on peut tracer les deux arcs, ou 
plus simplement les remplacer par leurs cordes, ce qui ne fait 
qu'augmenter toutes les ordonnées. La position la plus défavo- 
rable du convoi répond, si l'on remplace les arcs par des droites, 
au passage d'un essieu dans la section X, et la règle de Winckler 
(§ 312) indique, par un tâtonnement rapide, quel est cet 
essieu. 

D'ailleurs, si l'on désire déterminer un second point de chaque 
arc, on le peut toujours par la méthode graphique du § 408. 

Si la position obtenue pour le convoi empiète sur l'une des 
travées voisines ou sur les deux, on devra prolonger la ligne (X) 
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sur ces travées, ce qui se fait par des réductions d'ordonnées 
(§ 409) des lignes d'influence antérieurement tracées, relatives ans 
appuis. Il suffit, pour chaque partie de la courbe (X), de déter- 
miner son ordonnée maxîma; pour la partie comprise dans la 
portion de A/A,^.| placée à la droite de la section, cette ordonnée 
répond au point d'influence ^g de gauche de cette travée, et, pour 
la partie comprise dans la travée A|_2A/_|, elle répond au point 
d'influence a^ de celte travée. 

Aj'ant la ligne d'influence (X) entre les appuis A/_2 et A,.j.,, on 
lui appliquera les règles du § 313 pour trouver la position la plus 
défavorable du convoi. 

Remarque. — Si plusieurs convois peuvent cheminer sur un 
pont indépendamment les uns des autres, il suffira de chercher, 
pour chacun d'eux, la position dans laquelle il produit le moment 
maximum dans chaque section, faire la somme de ces moments 
maxima et y ajouter le moment dû à la charge permanente. C'est 
d'après le total de ces trois moments que l'on calculera le moment 
d'inertie de la section par les procédés de la Note I du tome I. 

§ «2. 

U6NE8 D'INFLUEHGB RELATIVES AUX EFFORTS TRANCHANTS. -> 1 » Lignf^ 
dHnJluence relative à une section X dans la traitée qui ren- 
ferme cette section, — Le moment de flexion M^ produit dan> 
une section X d'abscisse x par un poids P= i d'abscisse a, dans 
la travée qui renferme la section, a pour expression : 



1° Pour a < :r, 

ÎVI 

a® Pour a > ;r. 



*f li — ^ xt h — ^ «* ^ 



ti Li li 

Donc l'efl^ort tranchant correspondant, 



'^^ = -"5^* 



sera : 
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I** Pour a<j:, 

(6) T^=-|j(a-t-M/M-M/); 

2° Pour a > J?, 
(6') Ti, = -n--l(a-hM/_,-M/)= — i-hT;^ 

ou, en remplaçant M,_« et M/ par leurs valeurs (i) rappelées au 
premier paragraphe de ce Chapitre, après y avoir fait P=:i, on 
trouve, en observant que 



V V -, a « 

(7) T,= T 



(-?,) 



(WtH-«^;)^^-f-(P/— 2M/) 



/*• ^/\ lij U'i — Ui 

L'équation (7), où a et T^ sont les coordonnées courantes, re- 
présente la portion de la ligne d'influence placée à gauche de la 
section X, et l'équation (6') la portion placée à droite de cette sec- 
tion. On voit que ce sont deux paraboles du troisième degré 
identiques et parallèles entre elles. 

Construisons (Jig^ 122, PL XXXI) la courbe (7) dans toute 
l'étendue de la travée A/_,A/ comprenant la section X. Cette 
courbe : i** passe par l'appui gauche A,_| de la travée ; 2° coupe la 
verticale de l'appui de droite A/, en un point B, à une distance + i 
de cet appui; 3** présente une inflexion en un point dont les dis- 
tances aux appuis A/_| et A/ sont dans le rapport Ui\ s;>\. On re- 
connaît ce dernier fait en égalant à zéro la dérivée seconde de 
l'ordonnée T^ par rapport à l'abscisse a. 

Construisons la courbe AiB' parallèle à celle A/.iB. La ligne 
d'influence relative à une section quelconque X qui coupe les 
deux courbes tracées en C et C est la ligne A/_| CC'A/. 

2° Ligne dHnflaence en dehors de la tracée U qui contient 
la section. 

Théorème. — Si l'on fait une section X dans une traitée //, 
la portion de la ligne dHnfluence des efforts tranchants rela- 
tive à X placée dans une travée autre que U : 

1° Est la même y quelle que soit la position de la section X 
dans sa travée; 
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2" C^est un arc de parabole du troisième degré qui s'obtient 
en réduisant, dans un rapport constant, les ordonnées de la 
ligne d^ influence du moment de flexion relative à l'appui de 
la tracée considérée, le plus voisin de X. 

En effet {flg. 121, PL XXX l)y quand le mobile fictif de poids 
P=: I est en C, dans la travée A/^i A/^2= 'z+a? par exemple, Tor- 
donnée Ce de la ligne d'influence ( A/^i) du moment de flexion rela- 
tive à Tappui A/^i est, par définition, le moment de flexion que le 
mobile C détermine sur A/^|. Si l'on met cette ordonnée en 
place, en A/^, c/^i , et qu'on mène la ligne cij^k F/^.i jusqu'à sa ren- 
contre en a avec la verticale de l'appui A/, puis de même c/F| jus- 
qu'à sa rencontre en Ci_\ avec l'appui A/_j, la droite CiC^^ repr<*- 
senle le moment de flexion que détermine le mobile C dans la 
travée //. 

Le coefficient angulaire de cette droite changé de signe est donc 
Tefi^ort tranchant, constant dans toute la travée //, produit par le 
mobile dans cette travée. 

Ce coefficient angulaire est ici négatif; car l'axe des x est 
Ai_iAi et l'axe des^ la verticale descendante de A/_|. 

L'eflbrt tranchant a donc pour expression 

Le dénominateur A/ F/ est constant, quelle que soit la position 
de la section X dans la travée //; de plus, le rapport 

A/C/ __ A/F/.H. 

Ai-»-i C/+, Az-i-i F/^-l 

est de même indépendant de la position de X. Et comme 
A/^i C/.|.| = Ce est l'ordonnée de la courbe (A/^i), on en conclut 
que l'efi^ort tranchant produit par C dans la section X : 

1° Est indépendant de la position de cette section dans sa 
travée ; 

2® S'obtient en modifiant l'ordonnée de la courbe (A/^i) dans 
un rapport constant, ce qu'il fallait démontrer. 

Comme on sait tracer les courbes (A,^.,) (§ 407), on sait donc 
aussi tracer celles dont il s'agit ici. Le rapport de réduction s'ob- 
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lient en opérant, comme nous venons de le faire, sur un seul point, 
de sorte que toutes les autres ordonnées seront à réduire dans le 
rapport graphiquement déterminé du coefficient angulaire de la 
ligne C/C/_i, c'est-à-dire de l'ordonnée de cette ligne mené à la 
distance i de F^-, à Ce. Cette ordonnée devra toutefois être mo- 
difiée si, dans répure des efTorts tranchants, on adopte une échelle 
de forces différentes de celle adoptée dans l'épure des moments. 
L'ordonnée sera, bien entendu, à modifier dans le rapport des 
deux échelles. 

§ 413. 

EFFORT TKAHCHAHT MAXOIUM DU AU PA88AIIS D'UH MOBILE UHiaUE. — 
TtiÉoiiEMi-:. — Si un mobile unique de poids P passe sur une 
poutre, il produit toujours l^ effort ^tranchant maximum dans 
une section au moment oii il y passe, 

hsi Jig', I au de la PI, XXXl^ oii la courbe d'influence (X) re- 
lative à la section X est A/_2A/_, CC'A/A/^i, . . . montre en effet 
que, si un mobile fictif parcourt la courbe, c'est en C ou en C qu'il 
est au point le plus bas ou le plus élevé de sa course. Donc (§ 31 i ) 
c'est la plus grande des deux ordonnées C:r, C'j:, multipliée par 
le poids du mobile, qui donne l'effort tranchant maximum. 

On peut donc le déterminer directement sans tracer la ligne 
d'influence. A l'aide du procédé du § 3o9 on déterminerait la ligne 
représentative du moment de flexion produit par le poids P placé 
dans la section X, et le plus grand des deux coefficients angulaires 
des deux droites dont se compose cette ligne donne l'effort tran- 
chant cherché. 

§ ili. 

EFFORT TBAHCSAIT MAZIHUH DU AU PASSAftE D'UH GOHVOI. — Ayant la 
ligne d'influence, on suivra la méthode générale (§ 313). 
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CHAPITRE XI. 

POUTRES DE SECTIONS VARIABLES. 

§41o. 

OBJET ET DOHHÉES DU PROBLÈME. — Après avoir déterminé les mo- 
ments de flexion maxima qui peuvent se produire dans chaque 
section d'une poutre dans Fhjpo thèse où elle est de section con- 
stante, on en déduit par la formule ~j- = R, où R est la résistance 

maxima qu'on veut imposer aux fibres extrêmes, des valeurs va- 
riables pour les moments d'inertie I. 

On peut, dans certains cas, être amené à vérifier si la variabilité 
du moment d'inertie modifie beaucoup les moments de flexion M 
d'abord déterminés dans l'hypothèse de sa constance. 

Le même problème peut se présenter pour les eflbrts tranchants 
et les réactions des appuis. Les données du problème sont donc 
ici, non seulement leS" longueurs des travées et les cotes des points 
d'appuis s'ils ne sont pas de niveau, mais aussi les aires et mo- 
ments d'inertie des sections transversales, soit de toutes ces sec- 
tions, soit d'un certain nombre d'entre elles suffisamment voisines 
les unes des autres. 

§416. 

THÉOBiHE DES DEUX HOMEirTS. — Théorème. — Si l'on connaît 
le moment de flexion en un point quelconque d'une poutre de 
section variable à appuis de niveau ou non, encastrée ou non 
à ses extrémités^ il existe, dans chacune des deux travées conti- 
guëSy un point dont on peut trouver le moment de flexion par 
la résolution d'une seule équation du premier degré à une 
inconnue. 

Reprenons l'équation (i5') (§ 353) qui fournit une relation 
entre les moments DIL^ et 0TV|+| de deux points d'abscisses «i-el 
Wi+« pris dans deux travées consécutives et le moment M, sur l'ap- 
pui intermédiaire. Établissons entre les deux points une relation 
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telle que M/ disparaisse de Téqualion. Cette relation sera 

I (^' Hx — Ui)xdx I /"^'-^' (M/-n-~a?)(//-n — rr) , _ ^ 

où Vi=: li — Ui, 

Dans le premier terme remplaçons ui par li — t^/, il viendra 



(I) 



I r'^ x(if—x)xdx I f tlliiizil} dx 



\ r^'xdx I r^'-^'{lM — T)d.r 



_ 2 n ^dx I r 



1^* 



équation où les intégrales définies sont connues dès qu'on se 
donne E et I. Si le coefficient d'élasticité E est constant, il dispa- 
raît de l'équation. Il en est de même du moment d'inertie I s'il est 
constant. Les quadratures eflectuées, à chaque valeur de iii ou de 
Vi=li — Ui répond une valeur correspondante de iii^^ que l'on 
obtient, comme pour les poutres à section constante, par la réso- 
lution d'une équation du premier degré. 

Ainsi, à chaque point d'abscisse w, pris dans une travée // ré- 
pond un point d'abscisse Ui^^ dans la travée //+< pour lequel l'équa- 
tion ci-dessus existe; inversement, au point d'abscisse m/^i dans 
la seconde travée répond celui d'abscisse Ui dans la première ; les 
deux points sont donc réciproques. 

Deux pareils points seront dits correspondants. 
Entre les moments de flexion d\Li et OKi+ï de deux points cor- 
respondants existe la relation 

H/ étant connu et ne dépendant que des charges et appuis des 
deux travées // et //^i, mais non du reste de la poutre. 

Les intégrales / ^ eT^ '^ ^^ / ^^^Ki ^ " ^^^^ '^^ 

mêmes que celles qui entrent dans l'équation (i) qui définit les 
points correspondants. 

Connaissant l'un des deux moments DIL/ ou OPL/4.1, l'équation 
ci-dessus donne l'autre, ce qui établit la proposition énoncée. 
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Ainsi, connaissant OPL/, on a OK/^i ; connaissant OXii^i , on en dé- 
duit le moment OIL/^î au point correspondant de la travée sui- 
vante, et ainsi de suite. 

De même, de OÎL/, on déduirait le moment Dïiui du correspon- 
dant dans la travée //_i, et ainsi de suite. Donc : 

Connaissant le moment de flexion en un seul point d'une 
poutre à section variable, on peut trouver le moment de 
flexion en un point de chacune des autres travées. 

Or on connaît toujours le moment de flexion en un point de 
chaque travée extrême : 

i" Si une extrémité de la poutre est simplement appuyée, on 
connaît le moment de celte extrémité même : il est nul; 

2" Si une extrémité est encastrée, on peut trouver a />/7on 
(§ 352) le moment en un point de la travée dont elle fait partie et 
dont la distance à rextrémilé encastrée est également connue cd 
fonction des seules dimensions de la travée extrême dont il s'agit. 

Remarque, — Les équations (1) et (2) sont de même foruif 
que celles analogues relatives aux poutres de section constante. 

Soit EqIo la valeur du produit El pour une section particulière 
arbitrairement choisie. Posons 

(ibis) ■ El = /KqÏo» 

de sorte que k est une fonction de x purement numérique. >e 
réduisant à i, dans le cas de poutres de section et d'élaslicilt 
constantes. 

Posons, pour abréger, 



iX 



''(li—T)dx 



= ^J; 



(4) 






POUTRES DE SECTIONS VARIABLES. 3o5 

Les H^ dépendent seules des charges et niveaux des appuis; 
les constantes L/, X/, X', sont des longueurs dépendant uniquement 
des dimensions de la poutre. 

Pour les calculer, on divisera chaque travée en un petit nombre 
de parties égales, de longueur Ax, dans chacune desquelles k puisse 
être regardé comme un nombre sensiblement constant, et Ton 
remplacera les /par des sommes S, de façon que la première (3), 
par exemple, devienne 

^^> 772- — k — = 6^^ 



nf* ( If fp\ 

la somme S se rapportant aux valeurs de v aux divers points 

de division. 

Dans le cas de poutres de section constante, on a A'= i et 

(6) L/^Xf=Xi=//. 

Par suite des notations (3) et (4), les équations (i) et (a) qui 
définissent respectivement les foyers et le théorème des deux mo- 
ments deviennent 

(7) ïlî + ïlît.=3(X,-X,+,i, 

§417. 

F0TEB8. — Convenons d'appeler : 

I® Foyer de gauche F, de la travée extrême de gauche le point 
de cette travée dont on peut déterminer a priori le moment de 
flexion OÏL,; foyers de gauche Fj, F3 . . ., F;, des autres travées 
le système des points correspondants au point F,; 

2** Foyer de droite F',, de la travée extrême de droite le point 
de cette travée dont on peut déterminer a priori le moment de 
flexion DVJ^j et foyers de droite F^_,, F^_jj, . . . , F^, F'^ des autres 
travées le système des points correspondants à F^. 

Remarque, — La position des foyers est indépendante des 
charges et des niveaux des appuis ; elle ne dépend que des dimen- 
sions longitudinales et transversales de la poutre. 

11. 20 
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§ 418. 

DÉTQkMmAnOH AHALTTiaUE DES HOMEHTS DE FLEXIOH DAH8 UHE POUTBE 
DE SECTIOH TABIABLE. — Pour résoudre ce problème, on aura à faire 
les opératioQs suivantes : 

1** Recherche des foyers. — On applique Téquation (7) en y faisant 
successivement t = i, 2, 3, .... Pour avoir les foyers de gauche, 
si Textrémité gauche est simplement appuyée, on fera t^<==/,, 
d'où Ton tirera U2 et ^^2= '2 — Wa ? de là W3, ... 

Si elle est encastrée, on aura t^i par le théorème du § 352. 

Pour les foyers de droite, si l'extrémité de droite est un appui 
simple, on fera dans Téqualion (7) i = n — i et i/,_|.| = W/i= l» : 
d'où l'on tirera ç^„_i , et par suite u,i_^ = ln^% — Vn-\ » puis de celte 
valeur, en faisant i= n — 2, on tirera Çn-zy • • • • 

Si l'extrémité A;, est encastrée, on trouvera r„ par le théorème 
du § 352; on déduira ensuite v„_^ de l'équation (7) en y faisant 
i =z n, puis i^n-t en y faisant i= n — i, et ainsi de suite. 

On accentuera les lettres m, i^ si elles se rapportent aux foyers 
de droite. 

a'' Cas d'une seule travée chargée. — Supposons d'abord une 
travée // seule chargée d'une manière quelconque, toutes les autres 
étant vides. Les moments de flexion dans ces dernières sont les 
ordonnées de lignes droites et l'on voit sans difficulté, exactement 
comme au § 354, que, pour les travées placées à gauche de Z/, ces 
droites passent parles foyers de gauche, et pour les travées placées 
à droite de // elles passent par leurs foyers de droite. 

Dans la travée chargée, soient OFL, et OTL^es moments de flexion 
aux foyers F/ et F^. En appliquant l'équation (8) aux foyers F/_i 
et F, et observant que M|_|=:o, il vient, en remplaçant i par 
« — I, 

(3) y Dn., = H;.. 

D'ailleurs, H) est fourni par l'équation (4) dès que l'on connaît 
la charge agissant sur la travée Z/ (et les diflerences de niveau sur 
les appuis si elles existent). 
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Les valeurs de [jl qui entrent dans H/, pour différentes charges, 
sont celles rappelées au § 359. 

Appliquant de même l'équation générale aux foyers F^ et F)^^,, 
en accentuant les lettres OTl, u, v qui y entrent, pour indiquer 
<)u'il s'agit des foyers de droite, et observant que ,Tl^^^, = o, il 
vient 

{a) — ,--n,. 

Connaissanl les moments Ofl/, SXCt, on en dëduil le moment en 
(in point quelconque de la travée chargée par la formule 

jjL étant le moment de flexion du à la charge donnée en un point 
quelconque si la travée existait seule posée sur appuis simples; 
JJL/, [1^. les valeurs connues de [x aux points F/, FJ, soit pour x = w/, 

On a, en particulier, les moments M/_,, M/ sur les appuis 
A|_«, A/ de la travée chargée en faisant x = o, x = Ij, ce qui 
donne, puisque ui = o, pour ces deux valeurs, 

I i>i/_i = — r — -- y 

l ' * u',— Ui 

Par suite, on connaît deux points de la droite qui représente le 
moment de flexion dans la travée //_|, à savoir le point qui a pour 
ordonnée M/_| sur Tappui A/., et le foyer F/_| ; on connaît donc 
cette droite, et de proche en proche on déterminera toutes les 
droites analogues relatives aux travées placées à gauche de /,-. De 
même, à Taide de M/, on peut tracer celles de droite. 

3° Cas de charges quelconques. — La méthode générale exposée 
au Chapitre IX, pour le calcul direct des moments de flexion sur 
les appuis, dans le cas des poutres de section constante, s'applique 
de tous points aux poutres de section variable. Les opérations 
a faire sont celles-ci : 

a. Détermination de l'un des systèmes de foyers, celui de 
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gauche, par exemple. Posons 

(9) — = 7 rr = pi- 

b. Calcul des quantîlés 

(10) /K31T-/-,x.), 

fournies directement par la formule 

( qzp/p/_i...p8p,H', dr. p/p,_,...psp,piHi], 

où le dernier terme disparaît si Tappui gauche est simple, parct 
qu'alors U\ = o, d'où pi = o. Si l'appui est encastré, on a 






c. Le moment de flexion M,- sur l'appui A/ est ensuite fourni 
par l'équation 

M,- = A/+1 — p4+i A/^.^ -+- p/+i P/4-Î A,-+8 — . . . 



(i3) 

( =P P/+1 Pi+i . . • pn-1 Art dz p/4-i p*-»-ï . ■ . pit-i Prt Mfl. 

Si l'appui extrême de droite est simple, on a M„ = o et le second 
membre est connu. Si c'est un encastrement, on détermine le 
foyer de droite de la travée de rive droite par la formule 

04) ^ = 3X„. 

Le moment de flexion en ce point serait 

La connaissance de ce moment fournit, entre les moments M».» 
et Mfl, la relation 

(i5) ^Mrt_,-f-(3Xrt-y^Mrt=H'rt, 
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OÙ 

(.6) "«=-7;;j, —k--^'^'—T. — 

L'équation (i 3), pour t=:/i — i, donne d'ailleurs 

(17) M„-l= A«— p;,Mrt 

qui, jointe à (i5), détermine M„_| et M,,, et alors Téqualion (i3) 
fournit les moments de flexion sur tous les appuis. 

Remarque, — Si l'on a déterminé les foyers de droite, en ac- 
centuant les lettres les concernant et posant 

u8) g = p;, 

on aurait directement le moment de flexion en chaque foyer de 
droite par la formule 

(19) ) ^^'- "^''^ i}i [Pi-^i>l - piP'Vi ^^'i^'i' • 

analogue à celle que l'on obtiendrait en éliminant A/ entre (10) 
ot (1 1). On connaîtrait donc ainsi, dans chaque travée /,-, les quan- 
tités DXLi — [JL|, OFly — [ij. On en déduirait direclement le moment 
de flexion M en un point quelconque de la travée par la formule 

(20) M = HL+(3rw-{x/)2:^U(oîi;-[^:)^^- 

M/ — Ui l// — Ui 

Cette seconde méthode est surtout avantageuse dans les poutres 
de structure symétrique par rapport à leur milieu, parce qu'alors^ 
les foyers de droite étant symétriques de ceux de gauche, on a 

u't = V,i-i^-ij <'/ = W/i-/-t-i» pi' = pn-i-hl- 



§ 419. 

EFFORTS TRIHGHANTS ET BÉAGTIOHS DES APPUIS. — Les moments de 
flexion connus, on en déduit les efi'orts tranchants et les réactions 
des appuis, comme au Chapitre JX. 
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§ 420. 

DÉTIBMnATIOH BBAPHiaUE DES HOMEITS DE FLEXIOH, EFFORTS TRAV- 
GHAHTS ET BÉACnOHSDES APPUIS DAHS UHE POUTBE DE SECnOH TABIABLE. 

— Toutes les équations emj)lovées étant linéaires, le principe de 
superposition s'applique ici comme aux poutres de section con- 
stante. 

On peut donc, si on le veut, du cas a" traité au § 418, déduire 
la solution du cas général 3"" par de simples additions. 

On aura à faire les opérations suivantes : 

i" Pour chaque travée, amplifier (§314) deux droites issues 
des deux appuis de la travée; déterminer les verticales des centres» 
de gravité des lignes amplifiées, que pour la travée U nous dési- 
gnerons par les lettres gi et g), ainsi que les nombres qu'an 
§ 418 nous avons appelés e et e' et que, pour la travée Z/, nous 
appellerons e/ et e|. 

a" Recherche des foyers. — Supposons que Ton connaisse le fover 
de gauche F/ d'une travée A|_| A/= //; il s'agit de trouver le point 
correspondant ou fover de gauche F/^i de la travée suivante 
A/A|^.| = //-i-i. 

La construclion à faire pour cela est tout à fait analogue à celle 
qui nous a permis de résoudre le même problème (§ 384) pour les 
poutres de section constante, saufque le point C| {fig- 4'» P- 2o3) 
placé aux deux tiers de la travée A/., A/, c'est-à-dire sur la verti- 
cale du centre de gravité d'un triangle A/_, A/K qui serait formé 
par une droite d'inclinaison quelconque A/„|K (le point K n'est 
pas marqué sur la figure) issue de l'appui A|_i et arrêtée à la ver- 
ticale de celui A,-, sera pris ici sur la verticale du centre de 
gravité de l'aire obtenue en ampli liant une telle droite. 

De même, le point B/+| sera pris sur la verticale de l'aire ob- 
tenue en amplifiant un triangle A/^^ A/K. 

Enfin le point II qui, dans la poutre de section constante, 
divise la distance C/B/^, en raison inverse des longueurs des tra- 
vées ou, si Ton veut, des aires des deux triangles A/_|A/K et 
A/A|+i K, la divisera ici en raison inverse des aires de ces triangles 
amplifiés. 

Les trois points Q, 11/ et B/^^ sont ainsi connus, et alors, par le 
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point H,- on mène une droite dUncIinaison arbitraire jusqu'à sa 
rencontre en c,- et bi^i avec les verticales de C< et B/^i . On joint 
F/c/, ce qui détermine le point a/ sur la verticale de l'appui A/. 
Enfin, on joint a/6|^.i qui coupe la fibre moyenne au foyer cher- 
ché F/^i . 

En eflel, si Ton fait, pour abréger, A,a/= 5, les deux triangles 
semblables FiA/a/, F/C|C| donnent 

r r^ , t^/— G/ A/ 

WC/ = Z y 

OÙ {^1=^ F/A|, soit encore 



Ci Ci 



<-^')- 



De même les triangles semblables A/a/F/^, et B/^^ 6/+|F/_,_i 
donnent 

^5/4-1 Oi^i = Z ( — I 1, 

en posant 

A/F/-n= M/+1. 

Divisant membre à membre ces deux équations, 

C/A/ 
Ci a ^ i>i ^ G/ H/ 

Bi^ib'i^i 5'llV_i "^*^'^« 

OU 

C/A/xH/B/4.1 B/H_iA/:<C|H/ , r» u 

(7) h — = H/J5/+1-+- L/H/. 

L'abscisse d'un point de la travée // comptée depuis l'appui 
gauche A,- étant x^ l'ordonnée correspondante de la droite 

A/_4 A,K, en posant A/K = A, est -,- ; l'ordonnée de la droite am- 

hr 
plifiée esty^/-r' L'aire amplifiée est donc 

De même celle de la droite A/^|K amplifiée est 



(8') s/^,= JLr 



3ia 2* SECTION. — CHAP. XI. 

les abscisses de chaque travée étant toujours comptées depuis son 
appui de gauche. Comme C/ est sur la verticale du centre de gra- 
vité de Taire S/, on a 

(9) GM.xS,= *jr''^'^=l£^rfx. 

On a de même 

(9 ) B/4-1A/X 8,-4-1= -, — ■ / . dx. 

D'autre part on a, par construction, 

ou 

H, B,^, - C/H; "- ' 

en appelant o- le rapport commun des deux premiers membres. 
Par suite, les équations (9) et (9') deviennent 

C/A/x H,B/-H|= S" T / — '-T dxj 

et celle (7) donne, à cause de (8) et (8'), 
*'^x(l/—x) , ï r^'^'x(li^i — x) 



I r''x(l,— x) , , ï r^^'x(li^y-x) j <T ... _ ^p„. 

_ S/-^ Sf.i _ I r'^x dr I p'^^' Im-x ^ 



qui, en ne considérant que les membres extrêmes, et à cause de 
(2 èw), n'est autre que Téquation ( i ) du § 41 6 à laquelle doivent satis- 
faire les quantités t'i et Ui^\ qui définissent deux foyers consécutifs. 
Ainsi, connaissant le foyer de gauche F/ d'une travée //, on peut 
construire celui F,"^.» de la travée suivante. Or, on connaît le foyer 
de gauche de la travée de rive gauche AoA,. C'est l'appui A©, si 
cet appui est simple; c'est un point fourni par le théorème 
du § 353 et connu par l'opération 1°, s'il est encastré. De là, on 
passera donc au foyer F2, de celui-ci au foyer F3, et ainsi de suite. 
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Des constniclions analogues fournissent les foyers de droite; 
les mêmes points G/, H/ et B/^i des diverses travées, ainsi que les 
lignes B|, C|+i, serviront pour cette nouvelle détermination, 
comme cela a eu lieu aussi dans le problème analogue relatif aux 
poutres de section constante (§ 384). 

Remarque, — Les B, et C|+i, dont nous venons de faire usage, 
ne sont autres que ceux que nous désignons habituellement (§ 314) 
par les lettres gi et ^/^^. Nous reprendrons cette notation dans ce 
qui va suivre. 

.4** Supposons {Jig> 41, p. 3i4) une travée A/_, A/ chargée, 
toutes les autres étant vides. Soient F/ et F^. ses foyers et soit 
a/_i 1 •2.3a/ un polygone funiculaire des charges qui la sollicitent. 
Si la poutre était de section constante, pour avoir le point fi où 
la ligne de fermeture coupe la verticale du foyer de gauche, il suf- 
firait (§ 365) de mener une droite 0Li_sZi telle que la résultante : 
1° d'une force descendante o- appliquée suivant la verticale y du 
centre de gravité du polygone funiculaire et proportionnelle à 
Taire de ce polygone ; 2° d'une force ascendante V^ proportionnelle 
à Taire du triangle a/_4a/-S| et appliquée au tiers de la travée à 
partir de Tappui de droite, passant par la verticale de cet appui. 

Ici, et par un raisonnement analogue à celui du § 365, la 
marche qui précède est modifiée ainsi : 

La force descendante o- est égale à Taire du polygone funiculaire 
amplifié (§ 314) et appliquée suivant la verticale de son centre 
de gravité. 
^ La force ascendante est appliquée suivant la verticale connue g) 
du centre de gravité du polygone résultant de l'amplification 
d'une droite issue de A/ et égale à l'aire 

t'i X a.iZi 
de ce polygone. 

La force descendante étant connue, la nécessité que la résultante 
des deux passe en A/ donne facilement la force ascendante, et, 
comme cette force a pour expression 

X; = e///x oLiZi, 
on en conclut 

à;- 
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On obtiendrait de même le point /| où la ligne de fermeture 

coupe la verticale du foyerde gauche, et, par conséquent, cette ligne 

elle-même ai_i a/. 

Fig. «. 




Fig. 45. 
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Ayant cette ligne, on en déduit les droites représentatives du 
moment de flexion dans toutes les travées vides, puisque celles des 
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travées de gauche passent aux foyers de gauche et celles des tra- 
vées de droite aux.fovers de droite. 

5** Sachant trouver les moments de flexion lorsqu'une seule 
travée est chargée, le principe de superposition permet de les 
trouver pour toutes les charges ou combinaisons de charges. 

6° Les efi^orts tranchants et les réactions des appuis se déduisent 
des moments de flexion suivant les règles du § 386. 

Remarque. — Si l'on avait à chercher les moments de flexion 
dus à une charge déterminée, on pourrait aussi opérer, comme au 
§ 389, en amplifiant au préalable les lignes a/_i S|_,, a/-3/+i et les 
polygones funiculaires OLi_^oLi et a/^/^, de la Jig, 4i l>is, p. 223. 



§421. 

GA8 OU LES APPUIS SE SOHT PAS DE HITEAU. — Supposons que les 
appuis ne soient pas de niveau. 

La position des foyers n'est pas altérée (§ 417) et leur détermi- 
nation reste la même que dans le cas précédent. 

Les opérations i®, a°, 3° ne sont donc pas modifiées. Suppo- 
sons {fig* 45, p. 3i4) une travée Ku^Ki seule chargée, foutes les 
autres étant vides, et admettons que les appuis de cette travée, au 
lieu d'être de niveau, soient en A/_, et A], leur différence de niveau 
étant ainsi A/A^-, tous les appuis de gauche étant de niveau sui- 
vant l'horizontale A|_,, et ceux de droite de niveau suivant l'ho- 
rizontale A^.. 

Soient toujours o* et ).^ les deux forces fictives considérées dans 
le cas précédent, la première connue en grandeur, direction et 
sens; la seconde de grandeur inconnue, mais appliquée suivant 
une ligne connue g'i. Si les appuis étaient de niveau, la résultante 
de ces deux forces fictives devrait passer par la verticale de l'appui 
A^- ou la somme de leurs moments par rapport à un point de cet 
appui devrait être nulle. 

Ici, en vertu de la remarque du § 363, la somme des moments 

de forces fictives y dx est égale à 
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M 

Par suite, la somme des momeDls de forces fictives -77 dxj k étant 

défini par Téquation (2 bis) du § 416, est égale à' 

Or, 0" et \] sont deux forces équivalentes à celles -rdx. Donc la 
somme de leurs moments est 

— EoTof^/— j'/-i) = EoIo X A/Ai= EfoX A/AJ 

si le coefficient d'élasticité de la poutre est égal à E. 

Portons sur un polygone des forces {Jig'- 4^) la longueur aa!=7 
et menons d'un pôle O de distance quelconque rf, les rayons Oo, 
Ofc. Puis, partant d'un point p^ (Jig. 44% construisons un po- 
lygone funiculaire des forces o- et X|. (celle-ci inconnue). A cet 
effet, on mènera p^pt parallèle à Oa jusqu'à la verticale de o-; puis 
PiP2 parallèle à O a' jusqu'à la verticale de AJ. Portons sur la verti- 
cale de A/, à partir du point /?(,? uï^e longueur p^pz qui, à l'échelle 
admise pour le polygone des forces de ^^ifig, 45, soit numérique- 
ment égale à 

Elox^' 

et de haut en bas si, comme sur la figure, A^ est plus élevé que A,: 
joignons p^p^] le rayon 06 parallèle à p2P% donnera la lon- 
gueur Ob=z\[ de la force inconnue. 

Par suite, on saura trouver les moments de flexion dans toute la 
poutre. 

§ 422. 

DÉHITELLATIONS STSTËMAHaUES DES APPUIS. — Si les dénivellations 
des appuis dues aux imperfections inévitables dans l'exécution 
d'un pont à poutres continues sont fâcheuses, en ce sens que 
leur influence sur les forces élastiques ne peut que difficilement 
être prévue, on conçoit, en revanche, que, dans certaines circon- 
stances, il puisse y avoir intérêt à adopter des appuis qui ne soient 
pas de niveau et dont les difl*érences de niveau voulues aient été 
calculées dans un but déterminé. 
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Supposons, pour fixer les idées, que, après avoir délerminé les 
moments de flexion maximum de la poutre à cinq travées 
{PL XXX, Jig. B) dans Thypothèse considérée au Chap. VIII où 
tous ses appuis sont de niveau, on veuille modifier ces moments, 
les aflaiblir en certains points où on les juge excessifs, dùt-il en 
résulter des augmentations sur d'autres points où ils se trouvent 
être moins grands. En disposant les appuis à des niveaux con- 
venables, on pourra, dans la mesure que nous allons indiquer, 
obtenir ce résultat. 

Aux moments de flexion trouvés et résultant des charges vien- 
dront s'ajouter ceux positifs ou négatifs dus aux différences, quelles 
qu'elles soient, des niveaux des appuis, abstraction faite des 
charges. Les lignes représentatives de ces derniers moments de 
flexion sont des droites. Dans la travée de rive gauche, la droite 
dont il s'agit passe nécessairement par l'appui simple Aq. Conce- 
vons donc (le tracé n'est pas lait sur la figure) qu'on mène par le 
point Ao une droite dont on choisira la direction à volonté suivant 
le but qu'on recherche, les ordonnées de cette droite venant s'a- 
jouter à celles qui représentent les moments de flexion précédem- 
ment trouvés. Soit o^ le point où cette droite coupe la verticale de 
l'appui A<. 

Par le point 5< on mènera de même, dans la travée A| Aj, une 
droite dont on choisira la direction suivant le but qu'on recherche, 
c'est-à-dire de façon que ses ordonnées soient négatives, dans la 
partie de la travée où les moments de flexion maximum positifs 
trouvés dans l'hypothèse des appuis de niveau sont jugés troj) 
grands, et positives aux points où ce sont les moment maximum 
négatifs qui sont trop grands. Les moments maximum négatifs se 
produisent sur les appuis et les maximum positifs vers le milieu 
des travées. On peut, par exemple, conduire les droites dont il 
s'agit de façon que le maximum sur chaque pile devienne égal à la 
moyenne entre les maximum vers le milieu des deux travées qui y 
confinent ou de manière que, sous l'action de la charge perma- 
nente agissant seule, les maximum deviennent sensiblement 
égaux dans toutes les travées. Soit 83 le point où cette droite coupe 
la verticale de l'appui A2. 

Par le point Sa on mènera de même, dans la travée A2 A3, une 
droite 82 83 et par le point 83 où elle coupe la verticale de l'ap- 
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pui As une droite 0381, ces droites recevant, comme les précé- 
dentes, les directions qui remplissent le mieux le but qu'on se pro- 
pose: diminuer les moments de flexion positifs sur certains points, 
sauf à les augmenter ailleurs. 

Nous allons voir que, en donnant aux appuis des niveaux con- 
venables, on dispose efl'ectivemenl des droites AoSi, OiSj, O2O3, 
0381 dont nous venons de parler. Mais, une fois ces lignes tracées, 
celle relative à la travée de rive droite est déterminée si Tappui A^ 
est simple, car la droite dont il s'agit devra passer par cet appui 
et, comme elle passe par le point 3^ où la droite 838, coupe la ver- 
ticale de l'appui A;t, elle est déterminée. 

Si la travée de rive droite est encastrée, on pourra encore mener 
arbitrairement la droite 8485 représentant le moment de flexion 
dû à la dénivellation des appuis dans cette travée. 

Pour savoir à quelles hauteurs il faut placer les appuis pour que 
les moments de flexion représentés par les droites qu'on vient de 
tracer se produisent effectivement et viennent s'ajouter à ceux dus 
aux charges, appliquons le théorème des deux moments aux foyers 
de droite des diverses travées. Soient DTL\y ^ïlg, ^R,, DK.\, OîL'j les 
moments de flexion produits en ces points par les différences de 
niveaux cherchées; ces moments, dont le dernier est nul si A5 est 
un appui simple, se mesurent sur l'épure; ce sont les ordonnées 
des droites tracées, multipliées par la distance polaire adoptée dans 
l'épure relative aux charges; réciproquement ces cinq moments 
déterminent entièrement les droites Ao8<, 8182, .... Il suffit donc 
de réaliser ces moments. OrTéquation (2) (§416), où l'on accentue 
les lettres comme se rapportant aux foyers de droite, donne, le 
coefficient d'élasticité étant supposé constant, 

où l'on fera successivement i:=i, 2, 3, 4« On connaît, comme 
nous venons de le voir, les DXL\; on mesure aussi les v[ et les u[^^ 
sur l'épure des foyers ; enfin les grandeurs 






I ''^ 



sont elles-mêmes connues graphiquement par les équations (9) 
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Cl (9') du § 420. Donc on connaît les premiers membres des équa- 
tions obtenues en faisant, dans (a), 1 = 1, 2, 3, 4* ^^^ suite, on 
connaît H|, H2, II3, H4. Mais, en vertu de l'équation (i 1) du §353, 
on a 

H = - ^^-^ ~y^ _ Z!±i:z21l, 



Le second membre n'est autre que l'angle aigu que forment les 
deux droites A|_< A,et A|A/^< de jonction des trois appuis consé- 
cutifs A|_<, A|, A/4.1, cet angle étant compté positivement ou néga- 
tivement suivant que l'angle A/ supplémentaire du précédent 
est tourné vers le haut ou vers le bas {Jig* a et 6). 

Donc H^, H2, Hs, H, sont les angles que forment entre elles 
les lignes de jonction des appuis en Ai, A2, Aj, A;i. 

Ceci posé : 

1" Si l'appui A5 (^fig- 46) est simple, on placera les appuis 
Ao et Al à des niveaux quelconques, c'est-à-dire qu'on prendra la 
différence y^ — y\ arbitraire, et alors les angles A4 = Hi , Ao = H*, 
Aa^Ha, A4 = H| étant déterminés, les positions de tous les 
autres appuis le sont aussi. Quelle que soit la différence 



Kig. a. 



Ai., 




Vi — ^'oî 011 réalise ainsi les moments OR/'^ , Oit!,, OIV3, Oit', , Oli'y = o, 
et par suite les droites tracées A© Oi, S| 80, . . . , 84 A5. 



Fie. 46. 




a** Si l'appui A5 est encastré, on sait d'avance quel est le mo- 
ment de flexion Olij au foyer de droite de la travée A4A5; en 
vertu de l'équation (7) du § 3S2 ou du théorème établi dans ce 
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même paragraphe, on a 

OÙ le dénominateur du second membre a été déterminé graphi- 
quement (§ 420). Le premier membre est connu. Donc cette 
équation donne la différence de niveau des appuis A4 et A5. Parlant 
donc de ce dernier qu'on place à une altitude quelconque, on en 
déduira la position de A^, puis, à l'aide des angles A^r^H^, 
A8= II3, Aa^Hj, A< ^^ II,, on pourra placer tous les autres ap- 
puis. 
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NOTE I. 

MÉTHODE DE MOHR POUR LA CONSTRUCTION GRAPHIQUE DES MOMENTS 
DE FLEXION SUR LES APPUIS d'uNE POUTRE CONTINUE. 

§1- 

1 

MÉTHODE DE MOHR POUR LES POUTBES A SEGTIOH COHSTARTE. — Sup- 
posons, pour fixer les idées {^g. a, PL XXJCIl)y une poutre à 

quatre travées 

AoAi= /i, 

A,Aî= /ï, 
AjA8= II, 

A3A4= /v, 

reposant sur cinq appuis simples et de niveau. Quelles que soient 
les charges données qu'elle supporte, on peut trouver immédiate- 
ment le moment de flexion [jl qui se produirait si les travées 
n*étaient pas solidaires, c^est-à-dire si les moments sur les appuis 
étaient nuls. Dans chaque travée, la ligne représentative de ce 
moment est une courbe funiculaire des forces données qui agissent 
sur la travée, cette courbe ayant une distance polaire cl choisie 
arbitrairement et étant assujettie à passer par les deux appuis de 
la travée. Les ordonnées de ces courbes mesurées à Téchelle des 

forces sont les rapports ^> rapports qui sont indépendants de 

Tunité de longueur. Ainsi, marquons {Jig- a) les positions des 
appuis en adoptant, pour représenter les longueurs /|, /a» • • • des 
travées, une échelle quelconque. 

Nous supposons que les deux premières travées supportent les 
charges uniformes /?|, /?2 sur toute leur longueur. Par suite, les 
moments de flexion y sont les ordonnées de deux paraboles pas- 
sant chacune par les deux appuis de la travée à laquelle elle se 
rap-porte, symétriques par rapport à la perpendiculaire élevée sur 
le milieu de cette travée et que nous savons tracer. 

II. 21 
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Sur la troisième travée, nous avons supposé une charge 
unique P; sur la quatrième, diverses charges dont le polygone 
funiculaire est tracé en lignes pleines. Les moments de flexion sur 
les appuis extrêmes étant nuls, il s'agit de trouver ceux M^, M^, 
Ms sur les trois appuis A|, A2, Aj. 

Supposons-les connus et soient 



Mt . p M, M3 



les ordonnées A|B«, A2B2, AjBs mesurées comme celles ^ à 

Téchelle des forces. Alors les lignes A0B1, B4B2, B2B3,B3B4 sont 

les lignes de fermeture (§ 19o), c'est-à-dire que le rapport -7 du 

moment vrai M en un point de la travée A| A2 par exemple, à la 
distance polaire rf, est l'ordonnée comprise entre la ligne de fer- 
meture B1B2 et Tare de parabole, les moments positifs étant 
comptés au-dessous, les moments négatifs au-dessus de celle 
ligne. 

Soit, en un point quelconque, jk l'ordonnée de la fibre moyenne 
fléchie comptée à partir de sa position naturelle A© A4. 

Si Ton connaissait les moments M|, M^, M3 sur les appuis et, 
par suite, le moment M en un point quelconque, on pourrait 
tracer la libre moyenne fléchie comme étant (§ 315) une courbe 

funiculaire E de distance polaire 1 , de charges fictives pq par mèlro 

courant, assujettie à passer par les deux appuis de chaque travée, 
ce qui la détermine complètement. 

Il serait plus commode de tracer une courbe dont les ordon- 
nées y seraient celles y de la fibre moyenne, amplifiées dans un 

FI 
rapport-^ constant, si, comme nous le supposerons d'abord, la 

poutre est de section constante. Cette dernière courbe est une 
courbe funiculaire de distance polaire 1, des charges fictives 

Y» assujettie également à passer par les deux appuis de chaque 

travée, ce qui la détermine dès que Ton se donne les grandeurs 

des moments sur les appuis, et par suite les forces fictives -7 

en tous les points. 
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Maïs, si l'on prenaitles moments sur les appuis arbitrairement, les 
quatre arcs des courbes funiculaires obtenus pour les quatre tra- 
vées ne se raccorderaient pas en leurs trois points de jonction, 
c'est-à-dire au droit des appuis intermédiaires. 

Comme les arcs de la fibre moyenne doivent nécessairement se 
raccorder entre eux, il doit en être de même des arcs de la courbe 
funiculaire dont nous nous occupons et dont les ordonnées sont 
celles de la fibre moyenne, amplifiées dans un rapport constant. 

De là, trois conditions qui serviront précisément à déterminer 
les moments de flexion inconnus M|, M2, M3. 

De celte remarque on tire la conséquence suivante, qui est le 
principe même de la méthode de Molir : 

Puisque, pour trouver les inconnues du problème, il suffit d'ex- 
primer des conditions relatives aux tangentes extrêmes des courbes 

funiculaires des charges fictives -^ considérées dans chaque tra- 
vée, il n'est pas nécessaire de tracer ces courbes, mais seulement 
leurs tangentes extrêmes. 

Or, en vertu des théorèmes des § 43 bis et 45 bis, on ne change 
pas la direction de ces tangentes en remplaçant, dans chaque 

travée, les forces élémentaires -^ dx, par des forces équivalentes, 
quelles qu'elles soient. 

Nous formerons des forces équivalentes à celles ^ dx en divisant 

chaque trapèze tel que A< A2 B< B2 en deux triangles par la diagonale 
BiAa et observant, comme nous l'avons fait souvent, que, pour 
chaque travée, ces forces sont réductibles (§ 314) à : i** une force 
descendante connue égale à l'aire de la parabole ou du polygone 
funiculaire des forces données agissant dans cette travée; 2" une 
ou deux forces ascendantes, suivant qu'il s'agit d'une travée de 
rive ou d'une travée intermédiaire, .égales aux aires des triangles 
Aq A< Bj , Ai Bj Ao, . . , les grandeurs de ces forces étant inconnues, 
mais non leurs lignes d'action qui sont au tiers et aux deux tiers 
de cette travée ('). 



(*) Cela introduit dune en tout ici six inconnues, à savoir les six forces 
fictives ascendanles (pour une poutre à n travées, in -- 2 inconnues), tandis que, 
dans la réalité, il n'y en a que trois, à savoir, M^, M., M . Mais, entre les six par 
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Désignons {Jig> b) par 



les longueurs qui représentent les forces descendantes, cVst- 
à-dire les aires des paraboles et polvgones funiculaires. Pour 
trouver ces longueurs, on réduira toutes ces aires à une base 
commune A que nous laissons provisoirement arbitraire. 

Si/« est la flèche de la parabole AoA< mesurée à Téchelle des 
forces et /« la longueur de la travée AqAi, Faire de la parabole 
est \fi li. Donc 9^ sera défîni par Péquation 

ou 

cr.= -— , 

et s^obtiendra ainsi par la construction d'une quatrième propor- 
tionnelle à trois lignes données; il en est de même de 72. 

Pouro-j, en désignant par h la hauteur du triangle AjXAj et 
par li la travée A2 A3, on aura 

hl 

Pour la quatrième travée, où le polygone funiculaire est supposé 
quelconque, on le décomposera en triangles que Ton réduira à la 
base A et 9^ sera la somme des hauteurs de ces triangles. 

Désignons par G^ G^ les milieux des deux premières travées, 
c'est-à-dire les points où les verlicales des centres de gravité des 
aires des paraboles coupent la ligne A0A4; par G3, G4 les points 
analogues pour les deux dernières travées; les verticales des 



lesquelles nous tes remplaçons, il existe trois relations. Les nouvelles inconnues 
sont, en effet, les aires des triangles 

>'• A„A,B., A,B.A,; 

2" B,A,B„ A.B,B,; 

3» A,A,B„ A,B>,. 

Les deux premier sont même base, A,B, — — j-^ et sont donc proportionnels aux 

longueurs des deux premières travées, de sorte que, si Ton connaît l'un deux, 
l'autre s'ensuit; une relation analogue existe entre les deux triangles a» et ceux 3». 
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points G<, G2, G3, G4 sont les lignes d'action respectives des 
forces <T|, <T2, <T3, <T4, cn sorte que ces forces sont connues en gran- 
deur et position. 

Soient respectivement g^^ g\ les points placés au tiers et aux 
deux tiers de la première travée; g^^, g\^ \ gz, g\ ; g\y g\ les points 
analogues pour les autres travées, et désignons par 

^'lî ^l> ^î » ^3» ^'3 » ^4 

les forces ascendantes inconnues, c'est-à-dire respectivement les 
hauteurs des rectangles de base A équivalents aux triangles 

AoA,B,, AjBiAj, B,AïB, 

Ces forces sont appliquées suivant les verticales des points 

Ceci posé, concevons que Ton ait construit {Jig* 6), pour chaque 
travée, le polygone funiculaire des forces tx et X (forces au nombre 
de deux ou trois, suivant qu'il s'agit ou non d'une travée de rive), 
ce polygone satisfaisant aux conditions suivantes : i" d'avoir 
une distance polaire arbitrairement donnée cF (mais la même pour 
les polygones relatifs aux diverses travées); 2" de passer par les 
deux appuis x\/, A/^« de la travée à laquelle il se rapporte. 

Les côtés extrêmes de chacun de ces polygones coïncident avec 
les tangentes extrêmes de la courbe que Ton obtiendrait en am- 
plifiant les ordonnées^de la fibre moyenne fléchie dans le rapport 

FI 
-TjTT l I (*)^ ^^ comme cette courbe doit être continue, c'est-à-dire 

que, sur les appuis intermédiaires A,, A2, A3, les tangentes aux 
deux branches relatives aux deux travées contiguës que ces points 
séparent doivent coïncider, il doit en être de même des côtés des 
deux polygones funiculaires aboutissant en chacun de ces points, 
et c'est celte condition à laquelle il faut satisfaire sur chaque appui, 
qui servira à déterminer les polygones funiculaires d'abord, puis 
les forces fictives inconnues, et par sulre les moments sur les appuis. 
Pour plus de clarté, nous transportons les appuis verticalement 

(*) Le facteur - vient de ce que nous remplaçons les aires <j,A, a^A, ...; V, A, 

\A> •••> P3r ïcs longueurs a,, a,, ...,V,, \, ... pour tracer les polygones funi- 
culaires. 
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de \^fig» a à \^fig> b. Les verticales (Xi , ^i , . . . , désignant les lignes 
d^action des forces, restent les mêmes dans les deux figures. 

Supposons, pour un instant, le problème résolu et les poly- 
gones funiculaires tracés. Celui de la travée AqAi part, par hypo- 
thèse, de Tappui Ao. Dans cette travée il n'y a que les deux forces 
(Ti, V^. Par suite, le polygone funiculaire se composera de trois 
côtés que nous désignerons par les chiffres 

I, a, 3. 

Le côté ï part de Aq, a une direction inconnue et s'arrête à la 
force 9^ ; le deuxième 2 est compris entre les lignes d'action des 
forces fT\ et )/, ; le troisième 3, par hypothèse, passe par l'appui A|. 

La seconde travée comprenant trois forces ).2, Ca, A,, son poly- 
gone funiculaire a quatre côtés. Le premier doit coïncider avec le 
dernier côté du précédent polygone, puisque ce sont les tangentes 
à deux courbes qui se raccordent entre elles. Donc, nous devons 
prolonger le côté 3 jusqu'à sa rencontre avec la force X^'y le sui- 
vant 4 sera compris entre cette force et celle Cj ; le suivant 5 entre 
0-2 et Vj 6^ le dernier 6 passe par l'appui A2 ; comme il doit fournir 
aussi le premier côté du polygone suivant, on devra le prolonger 
jusqu'à la verticale \^ et, en continuant ainsi, on aura un poly- 
gone limité aux appuis extrêmes Aq et A4 et formé de onze côtés 
(généralement, pour n travées, il serait formé de Zri — i côtés). 

Relativement à ce polygone, nous savons que les côtés extrêmes 
passent par les points A© et A4; que, de plus, les côtés 

3. 6, 9 

(généralement ceux désignés par un nombre multiple de 3) passent 
respectivement par les points donnés 

Al, A2, A3. 

Considérons, à présent, le côté 3 et prolongeons les côtés ad- 
jicents 2 et 4 jusqu'à leur rencontre en V|. D'après une propriété 
des polygones funiculaires, V| sera un point de la résultante des 
forces Xj et X2; mais, comme ces forces sont verticales, leur résul- 
tante sera une verticale qui divisera leur perpendiculaire com- 
mune, soit la ligne g\g2 {fig- ^) en raison inverse de ces 
forces. Or ces forces sont proportionnelles aux aires des deux 
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triangles AoA|B|y A| B| Aa, et par suite aux longueurs des deux 
travées /| et l^; il s'ensuit que le point V, est sur une verticale 
qui divise la longueur g\g2 en raison inverse des longueurs /| 
et /, des deux premières travées ou en raison inverse de A| g\ 
et Aj^2, qui sont respectivement les tiers de ces travées. Si donc, 
à partir de g\^ on porte une longueur g\ a< = A|^2> la verticale 
du point a^ passera par le point de concours Vj des côtés 2 et 4. 
On établirait une propriété pareille pour les points de concours V2 
des côtés 5 et 7 et celui Vs des côtés 8 et 10 (ceux qui précèdent et 
suivent les côtés marqués par un multiple de 3). 

Donc, après avoir tracé les verticales gi^ g^, g\^ . . • qui passent 
au tiers et aux deux tiers des travées, on est amené à porter, à 
partir des points g\ , g\^ g\y des longueurs respectivement égales à 
Aj^2i Aa^s, As^i et à mener les verticales des points ainsi ob- 
tenus; ces verticales passent par les points Vj, V2, V3. Sur l'épure 
on a pris les deux travées du milieu égales entre elles : c'est 
pourquoi la verticale V2 se trouve passer par le point d'appui A 2 
qui sépare les deux travées. 

Si maintenant nous envisageons le côté 3 qui passe par l'appui A| 
et les deux côtés adjacents a et 4 et que l'on prolonge ces derniers 
jusqu'en leur rencontre en ¥<, on forme un triangle a^b^N ^ dont 
les trois sommets sont assujettis à se trouver sur trois verticales 
données et dont un côté, celui a^ 6<, est assujetti à passer par un 
point fixe Ai. Je dis que le côté ^4 V|, prolongement de 2, passe 
aussi par un point fixe que l'on peut trouver. En effet, prolongeons 
cette ligne jusqu'à sa rencontre en 2' avec la verticale de Tap- 
pui Aq. D'après une propriété souvent invoquée des polygones 
funiculaires, le produit du segment Aq 2' compris entre les deux 
côtés consécutifs i et 2 par la distance polaire d! est égal au mo- 
ment de la force <Ti par rapport au point Aq. Ainsi {fig> a et b) 

Ao^'x rf' = Œ| X AqGi, 
équation 011 tout est connu, sauf Aq 2'. 

Portons (y?^. ûf), sur une horizontale, une longueur 00'= d! \ 
sur la verticale menée par O' portons 

0'ffi=<y|, 0'ff2=ffj, 0'<yj=<y3, 0'<yv=<y*, 
et menons les rayons Ot|, 00*2, .... 
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Il est clair que sî, de O, Ton porte sur 00' une longueur égale 
à AqGj, que par l'extrémité de la ligne ainsi obtenue on mène une 
verticale jusqu'à sa rencontre avec Oo*», la longueur de cette ver- 
ticale est précisément Aq 2'. 

Si Ton prend d = A© G| , on aura Aq a'= O'o-ï ; c'est ce que nous 
avons admis dans l'épure. Portant donc {fig^ b) sur la verticale 
de l'appui Aq une longueur Ao2'= O^o"», on aura un point fixe 9J 
par lequel passera le côté 2. Par suite le triangle a^ b^Xi est assu- 
jetti à avoir ses trois sommets sur trois verticales données; de 
plus, deux de ses côtés passent par deux points fixes. 

Il résulte alors d'un théorème connu de Géométrie que le 
troisième côté passe aussi par un point fixe placé en ligne droite 
avec les deux premiers. Ainsi, si l'on joint les deux points fixes 2 
et A|, sur la droite ainsi obtenue se trouve quelque part un 
point 4' par lequel devra passer le troisième côté du triangle, 
quelle qu'en soit la forme, pourvu qu'il satisfasse aux autres con- 
ditions imposées. Si donc l'on construit un triangle quelconque 
satisfaisante ces dernières conditions, on trouvera le point fixe 4'- 
C'est ce qui a été fait sur la /ig, c où se trouvent reportés les 
points d'appui, ainsi que le point 2'. 

Menons une droite a\b\ passant par le point A<, de direction 
d'ailleurs arbitraire, et s'arrêtant aux verticales des sommets a\ 
et bi du triangle que nous cherchons {/ig- 6). 

Joignons le point 2' au point a\ et prolongeons cette ligne jus- 
qu'en V, sur la verticale V|. Enfin, joignons le point 2' au point A 1 
et prolongeons cette ligne jusqu'à sa rencontre en 4' avec le côté 
V'^ b\. Le point 4' sera le point fixe autour duquel pivotera ce der- 
nier côté si les deux autres pivotent autour de A| et 2'. Reportons 
ce point 4' sur la Jig. b et nous aurons ainsi un point de la direc- 
tion de chacun des côtés 1, 2, 3, 4 <lu polygone inconnu. 

Considérons le côté 6 qui passe par l'appui A2 et les deux côtés 
adjacents 5 et ^ qui, prolongés, se rencontrent sur la verticale 
connue V2 et forment le triangle a^b^Y-i. Le côté a^b^ passe par 
le point fixe A2^ je dis que le côté 5 ou a^ V2 prolongé passe aussi 
par un point fixe 5' situé sur la verticale du point 4' qui vient 
d'être déterminé. 

En effet, toujours en vertu de la propriété déjà utilisée des po- 
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Ivgones funiculaires, le produit du segment 4' 5' compris entre les 
deux côtés consécutifs 4 et 5, par la distance polaire d\ est égal au 
moment de la force (Xa par rapport au point 4'« Donc 

4'5'x rf' = (Tjx ^1, 

q^ désignant la distance à mesurer sur l'épure entre les verticales 
4'5'etT,. 

Portons {Jig- d) O2 = qi ci menons la verticale 2a' jusqu'à sa 
rencontre avec Oo-j; la longueur 22' est précisément égale à /\' d'. 

Le triangle «2ft2V2 est donc assujetti à ce que ses trois som- 
mets se trouvent sur des verticales données, à ce que deux de ses 
cotés pivotent autour de points fixes; donc le troisième coté ]>ivo- 
tera lui-même autour d'un point fixe en ligne droite avec les pré- 
cédents. 

Ce point 7', on le détermine sur la ^ff. c où Ton a reporté le 
point 5', comme on a déterminé le point 4'; puis on le reportera 
sur la //i>. b. 

Si Ton considère le triangle «363V3, on prouvera de même que le 
côté 8 ou a^Vs passe par un point fixe 8' placé sur la verticale 
de -' à une distance y'S' égale à la longueur i'.V de Xd^Jig, rf, où 03 
a été pris égal à la distance des verticales 7' 8' et o-j de \di/ig. b. 
Et, de ce que les deux côtés a^b^ et a^^X^ pivotent autour de 
deux points fixes A3 et 8', il résulte que le troisième côté 63 V:, 
ou 10 pivote autour d'un point fixe 10' en ligne droite avec les 
précédents et déterminé sur \dijig, c comme ses analogues 7' et 4'- 

Enfin, de ce que le point 10' est fixe et connu, on conclut que le 
côté 1 1 et dernier passe par un point fixe 1 1' placé sur la verticale 
de 10', a une distance 10'. 1 1' égale à celle 44' de \'d/ig. d où Ton 
a pris 04 égal à la distance connue des verticales o-^ et 10'. 

Or le côté 11 passe aussi, par hypothèse, par l'appui A,. Donc 
on tracera ce côté en joignant le point A^ au point 1 1', ce qui dé- 
terminera le sommet du polygone funiculaire placé sur la verti- 
cale Ti. Le côté 10 passant par ce sommet et par le point fixe 10', 
on peut le tracer et Ton connaîtra le sommet 63. Le côté 9 pas- 
sant par ce sommet et par l'appui A3, on peut le tracer à son tour 
et, en poursuivant ainsi, on aura de proche en proche tous les côtés 
du polygone. 
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§2. 

BtRUniATin BBS MUUUITS BB FUnOI SOI LES APPUIS. — Ajaui 
Iracé le polvgone funiculaire formé par les côtés i, 2, 3, ... de la 
Jig. by il esl facile de délerminer les moments de flexion sar le^ 
appuis. 

Pour trouver le moment M| sur Tappui A,, c'esl-à-dire la lon- 
j^ueur A| Bi, prolongeons jusqu'à la verticale de cet appui Tun ou 
Tautre des deux côtés a, 4 qui Tavoisinent. Ici il sera plus com- 
mode de prendre le côté 4- Soit S| son point de rencontre avec la 
verticale de A|. 

Soit /Wj la. longueur A|S4 mesurée à Téchelle des forces. Celle 
ligne /lïi élant l'ordonnée interceptée entre les deux cotes consé- 
cutifs 3 et 4 <1« polygone funiculaire, si on la multiplie par la 
distance polaire dt^ on obtient le moment de la force Xs par rap- 
port à A|. El, comme cette force passe au tiers de la longueur de 
la travée A| A2= ht on aura Téquation 

, I ) XfX -^ = mixd. 

Mais ).2 représente l'aire du triangle Aj B, Aa ramené à la base A. 
c'est-à-dire que 

*2 a a 

donc 

[t 
— Ml X ^ = mi X âf X ef , 

(•2) — Mi = m, X -7, - • 

Ainsi, le moment cherché est égal à l'ordonnée nit mesurée à 
réchelle des forces, multipliée parle rapport — .^—j qui esl une 
longueur. 

Prenons pour distance polaire d' le tiers de la travée L et pour 
base A, à laquelle nous ramenons les surfaces, la moitié de celle 
même longueur. 

Alors 

— 1-1 =r /u, ou AiBi — AiS|. 

Si Ton avait prolongé le côté a jusqu'en S', en désignant A, S, 
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par m\j on aurait trouvé 

-.M,= m, X -,Y-; 
d'où 

ce qui est vrai et se vérifie aisément sur la figure. 

Pour Tappui Aj, si l'on prolonge le côté 5 ou le côlé 7, on ob- 
tient le même résultat puisque la verticale Va se trouve passer par 
Fappui, ce qui tient à ce que 1-2= l^- On aurait, en posant 

Ai\i= m% et AjBi=Mi, 

pour le moment cherché, 

M, 6Arf' 

et, par suite, à cause de A = - > rf' r— -* , 

- cf = '^^ 

ou 

AjBi^ A,V,. 

Pour le troisième appui, en prolongeant le côté 8 jusqu'en S3, 
on aurait, avec les mêmes notations, 



M, 
d 


6A^ 
m,x -j^- 


Mais, puisque /$= l^, on a 






- d = "*' 


A,B, 


= A,S,. 



OU 



Remarque» — On peut observer que, pour la détermination 
des moments sur les appuis, qui constitue le but définitif à at- 
teindre, les côtés 3, 6, 9, ... passant par les appuis ne sont pas 
utiles à tracer. Il suffit de connaître les positions des autres côtés. 

§3. 

RÉSUMÉ DE LA MABCHB A SUIVBE POUR LA DÉTERMIHATIOH DES HOMEITS 
DE FLEXIOH SUR LES APPUIS SOUS L'IHFLUEHGE D'UH SYSTÈME DE GIARKS 
FIXES ftUELGOHCiUES. — Dans la pratique, il paraît commode de con- 
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server les figures a, b, c, d (sauf à simplifier un peu celle c, comme 
nous le dirons plus loin) el, par suite, de faire les opérations suc- 
cessives qui vont être indiquées : 

1® Placez les appuis Ao, A,, A2, . . . sur une horizontale A^Aj 
(Jig- (t) en adoptant une échelle des longueurs appropriée à 
la longueur de la poulre et menez les verticales des points 
d'appui. 

a** Divisez chaque travée en trois parties égales et menez les 
verticales des points de division qu^on peut appeler les verti- 
cales trisectrices. Toutefois, pour les deux travées extrêmes, il 
suffit de mener celle des deux verticales trisectrices qui est la plus 
voisine de la pile. 

Vous aurez ainsi pour les travées extrêmes les verticales g\, 
g^\ pour chaque travée intermédiaire deux verticales gy^ g\\ g^^ 

S** Portez la dislance de chaque point d'appui à Tune des deux 
verticales qui Tavoisinent, à partir de Taulre. Ainsi, portez ^\g^ 
à partir de g\ de façon à obtenir le point r/|, et de même pour 
les autres appuis; vous aurez ainsi les verticales tracées en traits 
ol points alternés A|V|, «^Vt, «jVj que l'on peut appeler les 
conlre-vertica les , 

4** Retracez Thorizontale AqA4, comme cela a été fait sur les 
/ig. b et c, 

5° Sur Isijig. a tracez la ligne représentative des moments de 
flexion qui se produiraient dans les diverses travées, sous Tinfluenee 
des charges qu'elles supportent si chacune d'elles cessait d'être 
solidaire avec les autres. Pour une charge uniforme /?, on sait que 
cette ligne est une parabole. D'une manière générale on l'obtient 
par le tracé d'un polygone funiculaire de distance polaire arbitraire 
d. C'est pourquoi cette opération s'appelle le tracé du premier 
polygone funiculaire ou du polygone funiculaire relatif aux 
charges qui agissent réellement sur la poutre, par opposition au 
second polygone funiculaire qui, lui, est relatif à des charges 
fictives dont il sera parlé plus loin. 

Le produit des ordonnées de ces premiers polygones mesurées à 
l'échelle des forces par leur distance polaire d mesurée à Téchelle 
des longueurs donne les moments dans les travées supposées 
non solidaires. 

S'il s'agit d'une charge uniforme pj on a une parabole dont 
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l'équation est 



r=;^^(^-*) 



|)Our une travée de longueur /. 
La flèche /est 

6" Déterminez les verticales G|, Gj, G3, G4 des centres de gra- 
vité des aires des polygones ou courbes funiculaires ainsi tracées; 
déteriïiinez, de plus, leurs aires rapportées à une base commune A, 
c'est-à-dire déterminez les hauteurs de rectangles ayant A pour 
hase et équivalents à ces aires. Soient o-, , 0-2, 0*3, 0*4 ces hauteurs ; 
appliquez suivant les verticales G|, Go, G3, G4 des forces fictives 
égales à ces longueurs. 

La base commune A est théoriquement arbitraire. Si, comme il 
arrive souvent, toutes les travées intermédiaires sont égales, il 
sera commode de prendre A égal à la moitié de leur longueur. 
Pour une poutre à travées quelconques, on pourra prendre dans les 
environs de la moitié de la longueur moyenne des travées en choi- 
sissant toutefois dans ce cas^ pour A, un nombre simple d'unités 
de longueur. 

^** Portez (yî^. d) une longueur 00'= ûf égale à la distance 
polaire du second polygone funiculaire dont il va être parlé. Cette 
distance est aussi arbitraire. Dans le cas de travées intermédiaires 
égales, on pourra prendre pour d! le tiers de leur longueur com- 
mune. Sur une verticale 00', et à partir du point O', portez les 
longueurs 0'cr, = o-,, O'o'2 = tj, 0'cr3= 0-3, 0'a"4 = T4 ; joignez O 
aux points cT|, cxa, 0-3, 0'4. 

8" Portez, à partir de O, sur 00' une longueur égale à la dis- 
tance de 0-, à l'appui Aq, et, par l'extrémité de cette longueur, 
menez une verticale jusqu'à la ligne Oc,. Portez la longueur ainsi 
obtenue (ici c'est la longueur O'o", elle-même) î^MvX^Jig, c, à partir 
de Aq sur la verticale de ce point; marquez l'extrémité de la lon- 
gueur obtenue par le chifl'e 2' (il faut se rappeler que les côtés mar- 
qués 3, ti, 9, . . . , en général JA*, sont ceux qui passent par les appuis 
A,, A2, A«, . . ., S.k\ ceux qui les précèdent sont donc désignés 
par les chiffres 2, 5, (8, ...,3 A* — i et ceux qui les suivent par ceux 
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4, 7, lo, ...,3Ar-l-i);le point 2' est celui par lequel devra passer 
le côté 2 qui précède celui qui passe par le premier appui A|. 

Par le point A| menez une droite quelconque a\b\ s^arrélant 
aux deux verticales trisectrices voisines de Ai 5 joignez le point 2' 
au point a\ jusqu'à la rencontre de la ligne obtenue en Y\ avec la 
première contre-verticale. Menez la ligne V, b\ et celle 2' A| ; ces 
deux droites se coupent en un point par lequel devra passer le 
côté 4 et que y pour cette raison, nous désignons par 4* 

9® Portez la distance du point 4' à la verticale (Xj sur Thori- 
zontale 00' de la yî^. d à partir de O. Vous aurez le point 2; 
menez la verticale 22' jusqu'à sa rencontre avec la ligne Oo-,, et 
sur la Jig, c prenez sur la verticale 4' une longueur 4' 5' égale 
à 22'; le côté 5 devra passer par le point 5'. Opérez sur 5' comme 
sur 2', vous aurez un nouveau point 7' analogue à 4'» de celui-ci 
on déduira 8' comme on a déduit 5' de 4'* En poursuivant ainsi, 
on aura deux séries de points fixes, Tune 

a', 5', 8', ..., 3^'— I 

par lesquels passeront les côtés qui précèdent ceux Zk passant 
par les appuis, et l'autre 

4', 7', 10' 3A:'-hi 

par lesquels passeront les côtés qui suivent ceux 3 A*. 
10" Rej)ortez ces deux séries de points sur l^/ig- b- 
1 1" Joignez le point fixe portant le numéro du dernier côté du 
polygone funiculaire qu'il s'agit de tracer (ici le point 11', géné- 
ralement 3/1 — I s'il y a /i travées) à l'appui extrême A4. Vous 
aurez ce dernier côté, par suite le sommet du polygone cherché 
qui se trouve sur <Tj^\ joignez ce sommet au point fixe 10' et pro- 
longez cette ligne jusqu'à la contre- verticale en V3. Joignez V3 
à 8', vous aurez le côté 8 et, par suite, le sommet du polygone 
cherché qui se trouve sur 0-3. 

Partant de là, vous aurez, de même, les côtés 7 et 5, puis 4 
et 2, et à l'aide de ces côtés vous connaîtrez les moments de 
flexion par la règle du paragraphe précédent. Pour avoir le moment 
de flexion M/ sur l'appui A/, prolongez le côté n° 3/-f-i qui se 
trouve à droite de A/ jusqu'à la verticale de ce point en S/, et vous 
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aurez 

M/ .ç^6ix^ 
--d =^'^"^-1^- 

OU 

ou bien prolongez le côlé n*^ 3t -h i qui se Irouve à gauche de A/, 
jusqu'à la verticale de ce point en S^'et vous aurez 

M, . ç, 6Ax^' 

oti 

M/ . ^, fiAx^ 
d ' A/_,A? 

Dans ces équations A/ S/, A/S^. sont mesurés à Téchelle des 
forces. Les rapports qui les multiplient sont évidemment indé- 
pendants dés échelles et l'on choisira A et âf de façon à les simpli- 
fier ou les réduire à l'unité. Ce dernier résultat est possible quand 
les travées intermédiaires sont toutes égales en prenant cF égal au 
tiers et A égal à la moitié de leur valeur. 



§4. 

YÉRinCATIONS. — Comme vérification : 

1° Si Ton trace les côtés 3, 6, 9, ils devront passer par les 
appuis correspondants; 

2" Si l'on prolonge l'avanl-dernier côté jusqu'à la verticale de la 
culée Al en 10',, le segment compris entre les points Ai et 10', est 
connu d'avance, comme celui A02'. Si, sur \di Jig, d^ à partir 
de O, on porle, sur 00', une longueur égale à la distance de 0-4 à 
la verticale A4, que par le point ainsi obtenu on mène une verti- 
cale jusqu'à la ligne Oo-4, la longueur de cette verticale sera préci- 
sément égale à la distance des points A4 et 10',. Ici cette dislance 
se trouve être égale à celle O'o-* elle-même. 

Plus généralement, de même qu'on a pu, en partant du point 
fixe Ao, déterminer la double série des points fixes 2', 4') 5', . . ., 
de même on pourrait déterminer une double série de nouveaux 
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points pareils en partant de A4. Le premier de ces points (l'ana- 
logue de 2') sera précisément celui 10',. 

§3. 

CAS OU L'UH DES APPUIS EXTBÈ1IE8 OU LES DEUX SOHT EHGASTBÉS. — 

Supposons qui; l'appui A^ soit encastré ; alors le moment de flexion 
en Ao ne sera pas nul. Soit {fig^ a) AqBq sa valeur. La ligne de fer- 
meture delà travée dérive gauche, au lieu d'être AqB|, sera BoBi el, 
comme pour les travées intermédiaires, on décomposera le Irapèzr* 
A„BoA,B, en dou\ triangles, de sorte que, outre la force fictive X'^ 
dirigée suivant la verticale «^', placée au second tiers de la travée, on 
devra appliquer une forée fictive proportionnelle au triangle AoBoBi 
suivant la verticale du centre de gravité de ce triangle, c'est-à-dire 
suivant la verticale g s placée au premiers tiers de la travée. Appf»- 
lons X, cette force qui constitue ainsi une inconnue de plus qur 
dans le problème précédent. 

Comme il y a une force de plus, il y aura dans le polygone funi- 
culaire à déterminer un cùté de plus. 

Pour ne pas modifier les numéros qui désignent les autres cotés, 
désignons celui-ci par Iq. H coïncide avec la tangente en Aq à la 
courbe de flexion ou plutôt avec la tangente en A„ à la courbe 
résultant de la courbe de flexion par l'amplification de ses ordon- 

El 
nées dans le rapport -j^f-r ' i • 

Gomme la tangente à la courbe de flexion en A^ fist horizon- 
tale, il en est de même de la tangente à la courbe fomée par les 
ordonnées amplifiées. 

Donc, ce premier côté ïq du polygone cherché est horizontal. 
Par suite, le sommet du polygone placé sur la verticale de la 
force ).| sera en g^ au tiers de la travée AqA,. Ce sera le point 
de départ du second côté, celui qui portera le n° i. Ainsi, toute la 
difl'érence entre ce cas et le précédent consiste en ce que, au lieu de 
faire partir le côté n" i du polygone du point fixe A^, on le fera 
partir du point fixe gx pris sur l'horizontale de A^ au tiers de la 
longueur de la première travée. 

Parta::t de ce point fixe i>,, on en déduira une double série de 
points iV.vs cxactenient ccnime on Ta fait en partant de A^. Le 
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premier de ces points 2", placé sur la verticale de gt, s'obtiendrait 
en prenant sur \dijig; rf, Oi égale à la distance du point g^ de la 
Jig. 6 à la verticale Ti, menant 1 1' jusqu'en Oti, et Ton aura 

gx7r=ix'. 

Si l'extrëniilé A| est un appui simple, le dernier point fixe ob- 
tenu (l'analogue de 1 1') devra être joint au point A, pour avoir le 
dernier côté du polygone qui détermine ensuite tous les autres. Si 
le point A| est lui-même encastré, on joindra le point fixe dont il 
vient d'être parlé au point g\ placé au tiers de la travée à partir 
de A4; on aura ainsi Tavant-dernier côté du polygone; le dernier 
sera g\^\'i et la connaissance de ravanl-dernier avec celle des 
points fixes détermine tous les autres. 

Pour avoir le moment sur Tun des appuis extrêmes, s'il est en- 
castré, on suit d'ailleurs exactement la règle donnée pour les 
appuis intermédiaires. 

§6. 

CAS OU LES APPUIS HE SORT PAS TOUS DE NIYEAU. — Supposons que 
les appuis ne soient pas de niveau. 

Traçons toujours sur les yî^. fl, 6, c Tiiorizontale qui passe par 
l'un des appuis extrêmes A^, et désignons par A|, Aj, A.,, ... les 
projections des autres appuis sur cette horizontale, et par >',, 
Va, . . . leurs ordonnées positives ou négatives par rapport à celte 
horizontale. Ces ordonnées sont censées données ; elles sont, de 
plus, très petites, c'est-à-dire de Tordre de grandeur des déplace- 
ments élastiques. Il en résulte que les longueurs AqA,, A, A^ qui 
représentent les projections horizontales des longueurs /|, A», ... 
des travées peuvent être confondues avec ces dernières longueurs 
elles-mêmes. 

Il n'y a donc rien à changer au tracé des paraboles ou autres 
lignes représentatives des moments de flexion dans l'hypothèse où 
les travées ne sont pas solidaires (yî^. a), ni dans la position des 
verticales des appuis, des verticales trisectrices et des contre- 
verticales. 

Mais, sur \tsfig. b et c, on portera des longueurs 



A.A'. = Eij^, a,a; = ei55-. 
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au-dessus et au-dessous de A^ A4 suivant que les yt sont positifs 
ou négatifs. On voit aisément que les seconds membres sont indé- 
pendants de l'échelle des longueurs et représentent des forces; les 
grandeurs A/ A|. doivent donc être prises à l'échelle des forces. 

Comme le coefficient E est très grand, les ordonnées A/ A^ sont 
finies. Et je dis que le seul changement à faire aux règles des pa- 
ragraphes précédents consiste en ce que, au lieu de faire passer 
les côtés 3, 6, 9, ... par les points A|, A2, • . . , on les fera passer 
par les points A',, A,, • . . . Cela n'ajoute naturellement rien à la 
difficulté du problème; mais cela change considérablement la 
forme du polygone obtenu et, par suite, la grandeur des moments 
de flexion sur les appuis. 

Pour montrer que, en efl*et, les côtés 3, 6, 9 doivent ici passer 
par les points A), il suffit d'observer que la fibre moyenne fléchie 
doit passer par les appuis, c'est-à-dire par des points qui, sur les 
verticales A,, Aa, ... ont pour ordonnées y\^y^, .... Donc la 
courbe dont les ordonnées sont égales à celles de la fibre moyenne 

El 
amplifiées dans le rapport ^, : i doit passer par les points qui, sur 

les verticales des appuis, ont pour ordonnées ^j'i, ^,^'2, ...; 

mais, dans la construction du polygone funiculaire dont les côtés 
I, :%, 3, ... donnent les tangentes extrêmes des courbes de 
flexion amplifiées, on a encore remplacé, comme il a déjà été 
observé dans la note au bas de la page 325, les aires des premières 
courbes funiculaires, comme les paraboles AqA,, A| A2, . . ., par 
des forces Ti, <J2, . . ., qui sont égales à ces aires divisées par la 
longueur A; les ordonnées de ce polygone se trouvent encore ré- 
duites dans le rapport i : A; donc les ordonnées des points par 
lesquels doivent passer les côtés extrêmes de ces polygones ont, 
en définitive, pour ordonnées celles yt des points d'appui am- 

EI 
plifiées dans le rapport ^^t-* Ce sont donc les points A',, A^, ...; 

de plus, les divers arcs de la fibre moyenne doivent se raccorder 
entre eux sur les appuis; donc les arcs de la courbe qu'on en a 
déduite par amplification des ordonnées doivent se raccorder aux 
points A',, A'jj, .... Or, dans chaque travée, les côtés extrêmes 
du polygone funiculaire tracé coïncident avec les tangentes à ces 
courbes. Donc ces côtés extrêmes doivent passer par les points 
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indiqués et les deux côtés des deux pol jgones provenant des deux 
travées analogues qui aboutissent en un de ces points doivent ôtre 
dans le prolongement l'un de l'autre. Toutes les règles qui pré- 
cèdent s'appliquent donc en remplaçant simplement dans les 
fig, 6 et c les points A^ par les points AJ. 

§7. 

Théorème. — Que les appuis d^une poutre de section con- 
stante soient de niveau ou non; que les appuis extrêmes soient 
encastrés ou non y les verticales des points fixes autour desquels 
pivotent les côtés du polygone funiculaire relatif aux charges 
fictives sont indépendantes des charges réelles qui agissent sur 
la poutre ainsi que des niveaux des appuis et ne dépendent 
que des longueurs des travées. 

Les points dont il s'agit sont les points 2'; 4'? 5'; 7', 8'; ... de 
l^fig. c. Si l'appui Aq est simple, le point 2! se trouve sur la ver- 
ticale de cet appui, quelles que soient les charges. 

Sa position sur cette verticale varie seule avec la charge <j,, 
puisque l'on a, dans l'exemple choisi, Ao^'= 0'cT| {fig. d) et, en 
général, la longueur A© 2' est proportionnelle à celle O'o"|. 

Si l'appui A| est encastré, le pivot 2' se trouve ( § S) sur la ver- 
ticale du point g^ passant au tiers de la travée, c'est-à-dire encore 
sur une verticale fixe. 

Pour démontrer qu'il en est de même des autres pivots, il est 
nécessaire de compléter l'énoncé du théorème de Géométrie sur 
lequel nous nous sommes appuyé et qui consiste en ceci : si les 
trois sommets d'un triangle a, b\ \\ sont assujettis à demeurer 
sur des verticales fixes et que deux de ses côtés a\ b\ et a, V'^ pi- 
votent autour de deux points fixes A< et 9/, le troisième côté pivote 
autour d'un point fixe /\ en ligne droite avec les premières. 

Mais le théorème est plus complet; si, au lieu des deux points 
fixes a' et A|, on choisit deux autres points fixes quelconques sur 
les mêmes verticales que les premiers, le troisième point fixe 4' 
restera aussi sur sa verticale. 

Or, si l'on change la charge, le point 2' se trouve sur la verti- 
cale A02'; si l'on change le niveau des appuis, le point A| est 
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remplacé (§6) par un poinl A^ sur la verlicale de A|. Donc, ces 
deux cliangemenls, en modifiant la position du point 4'? laissent 
invariable la verticale sur laquelle il se trouve; le point 5' se 
trouve, par construction, sur cette verticale. En appliquant donc à 
ce point et au point fixe A^ le même raisonnement, on étend la 
proposition au point 7', et ainsi de suite. 

§8. 

F0TSB8 D'UHE POÏÏTBE. — D\)près cela, on peut modifier un peu 
Tordre des opérations du § 3 et commencer, avant de se préoc- 
cuper des charges, par déterminer les verticales des pivots.. A cet 
efTet, si le point Aq est un appui simple, on prendra sur sa verti- 
cale {fig* c) un point 2' au hasard (s'il est encastré, on fera la 
même opération sur la verticale du point ^1). Menant ensuite une 
ligne «', h\ quelconque (on peut la prendre horizontale, c'esl-à-dii e 
passant par les appuis Aq et A| s'ils sont de niveau, ou suivant 
AoV, dans le cas contraire), on complétera le triangle d^y\b\ en 
tirant la droite a' Ai (ou a'A'^ si les appuis ne sont pas de niveau); 
on déterminera le point 4' que l'on projettera en F2 sur Thorizon- 
tule A<A» {Jig. b). 

On déterminera de même les points F3, F4 qui sont indépen- 
dants des charges et dont les verticales contiennent les pivots, 
quelles que soient les charges. Ces points une fois plap es {^fig. />K 
linjig- c devient inutile. Avant le point 2' qui se déduit directe- 
ment de la charge Ti (par la construction de \dijig. rf), on mènera 
(./'©• ^) ^^ ligne 2' A, (ou a'A'^), et son intersection avec la verti- 
cale du point F2 donnera le pivot 4', d'où Ton déduit celui 5' pour 
la /?^. d, et ainsi de suite. 

Les points Fj, F3 ne sont autres que \qs foyers de gauche des 
travées n°* i , a, 3, .... Le foyer de gauche de la travée n** i est A© 
ou ^'0 suivant qu'elle est simplement appuyée ou encastrée; on 
peut de même déterminer les foyers de droite en partant de A4. 

§9. 

CAS D'UHE 8£ULE TRâVâS GHABaÉE A¥EG APPDIS DE HITEAU. — Suppo- 
sons la travée A2 A^ seule chargée. Il en résulte que 

ffj = ffj =: ffV = O- 
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Par suite, 

Aoa'=o, 4'«5'=o, io.ii' = o. 

Les côtés I et 2 sont en ligne droite, ainsi que ceux 4 et 5 et 
ceux 10 et II, ce qui est évident a priori, puisqu'un polygone 
funiculaire n'a de sommets que sur les lignes d'action des forces, 
(le sorte que les sommets placés sur les forces disparues a-|, o-^, o"t 
n'existent plus. Le point 2' coïncide avec A©, le point 4' coïncide 
avec Fo, ainsi que le point 5'; le point 7' coïncide avec F3. Le 
point 8' se trouvera donc à la distance 7 .8'=: F3 8' égale à la dis- 
tance 33' de la Z?^. d. 

Le point 10' s'obtient en joignant ce point 8' à l'appui A3 jus- 
qu'à la verticale F3 et les deux points 10' et 1 1' placés sur les 
côtés 10 et II coïncident. 

On joindra donc le point 10' au point A| (si cet appui est 
simple), au point g\ dans le cas contraire, ce qui détermine le 
point V3; on joindra ce point V3 à 8' et l'on marquera le point 
d'intersection avec 0-3. On joindra ce dernier point à 7', ce qui dé- 
terminera le point V2. Le point Vj sera à joindre au point 5' 
ou F2, ce qui déterminera le point V|, et enfin ce dernier point 
serait à joindre à Aq. 

Cette construction est indiquée sur la fi g. d , On n'a pas mar- 
qué les côtés 3, 6, 9, ni celui i, qui sont inutiles, comme il a été 
observé plus haut. Les verticales ^,, ^2 sont par là-méme aussi 
inutiles. Les moments sur les appuis de la travée chargée sont A3 S3 
et A2V2. 

Sur l'appui A,, il est égal à A,S|, ce qui montre que la règle 
du § 6 coïncide bien avec celle trouvée au § 372, puisqu'elle re- 
vient à joindre le point Vo au foyer de gauche pour trouver le 
moment sur l'appui de gauche A, S|, et, comme le moment de 
flexion de la travée vide A| Aj est une droite, il s^ensuit que le 
côté.V2S| du polygone funiculaire se trouve ici être une droite. 

§ 10. 

POUTBE A SECTION YABIABLE. — Dans une poutre à section va- 
riable, les ordonnées de la courbe funiculaire sont proportion- 
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nelles aux charges fictives y au lieu de celles M; par suite, il en 

est de même du polygone funiculaire dont les côtés i , 2, 3, . . . , 1 1 
sont à chercher. 

Soit lo le moment d'inertie en un point arbitrairement choisi de 
la poutre. Posons l=z k lo, en sorte que k est une fonction pure- 
ment numérique. 

Les moments M de l'épure précédente seront remplacés par des 

M 
quantités -^ qui sont aussi des moments. 

Cette modification amène, dans la construction, les changements 
suivants, comme il est aisé de le voir. 

1° Ayant {Jiff. a) les lignes paraboliques ou polygonales dont 
les ordonnées représentent les moments de flexion des travées sup- 
posées non solidaires, on divise chacune de leurs ordonnées par la 
valeur correspondante du nombre k. 

Les forces o"i. Ta, T3, <J4 seront appliquées au centre de gravité 
des aires des nouvelles lignes ainsi obtenues et seront égales à ces 
aires ramenées à une base commune A. Il faut ensuite faire la même 
réduction pour les ordonnées des divers triangles AoA,B, AyBoB,, 
AjAaB,, ... (§314). Les verticales trisectrices seront rempla- 
cées par celles des centres de gravité des triangles amplifiés. 

Nous les appellerons toujours gi, g\ ; g^^ g',^, .... 

Supposons que les appuis extrêmes soient simples, alors les 
verticales g^ et g,, ne seront pas à considérer. 

Nous connaissons, comme il a été dit, les nouvelles forces cT|, 
(J2, .... 

Aux verticales g\\ g^t g'^'y " * ^^ ^^^^ appliquer des forces V, , 
Xo, a'o) ••• égales aux aires des triangles amplifiés. Suivant la nota- 
tion du § 314, on aura 
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Nous ne connaissons pas ces forces ; nous connaissons seule- 
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ment les coefficients e,-, ejet, par suite, les rapports des forces 
Aj : Aj; A| : As; Aj : A4. 

Connaissant le rapport des forces X', et A2, on peut trouver la 
verticale V| de leur résultante, c'est-à-dire une verticale sur la- 
quelle se trouve le point de concours des côtés 2 et 4 du polj'gone 
funiculaire que l'on cherche. 

On aura de même les verticales V2, V3. 

Ces diverses lignes une fois tracées, il n'y a plus rien à changer 
aux règles relatives aux poutres à section constante pour tracer le 
polygone funiculaire et déterminer les moments sur les appuis. 

On trouvera les foyers Fi, F2, F3 sur les verticales desquels 
resteront les points de pivotement, quelles que soient les charges. 

§ n- 

MÉTHODE DE MOHR PBÉSEHTÉE PAB M. DE FOHTYIOLAHD. — Un jeune 
ingénieur des Arts et Manufactures, M. de Fontvioland, dans un 
travail autographié sur les poutres droites continues, a indiqué 
une façon un peu différente de procéder. 

Que les appuis soient de niveau ou non, concevons que l'on 
supprime tous les appuis intermédiaires A|, Ao, A3 et que l'on 
cherche les abaissements verticaux que prendra, en ce cas, la 
poutre sous l'influence des charges qui la sollicitent, ou plutôt ces 

FI 
abaissements amplifiés dans le rapport -^^^ (je suppose^ pour sim- 
plifier l'exposé, la poutre de section constante). 

Pour les avoir, comme la poutre n'a que les deux appuis Aq, 
A4, si elle ne porte que des charges isolées, on construira un poly- 
gone funiculaire de ces charges, ce qui donnera les moments de 
flexion; puis l'on considérera la ligne dont les ordonnées sont les 
moments de flexion comme ligne de charge et l'on aura à cher- 
cher la courbe funiculaire correspondante passant par les points 
Aq el A». 

Mais il nous suffit d'avoir les ordonnées de cette courbe aux 
points A|, A2, A3. 

Or, en vertu du théorème invoqué au § 1 , ces ordonnées ne 
changent pas si l'on divise la surface de charge en plusieurs par- 
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lies par les verticales des appuis et que l'on remplace la courbe 
funiculaire par le pohgone funiculaire relatif à des forces passant 
par les cenlresde gravité des aires partielles, égales à ces aires ra- 
menées à une base commune A. 

(>es cenlres de gravité et aires étant relatifs à des contours po- 
Ivgonaux connus peuvent être tracés rigoureusement; par suite, le 
pohgone funiculaire dont il vient d*étre parlé peut aussi être tracé 
exactement, et par conséquent on connaît les abaissemenls qui se 
produiraient en Ai, Aj, Aj sans la présence des appuis, amplifiés 

dans le rapport -j—, ou plutôt dans le rapport -A-l (§ ^*)' 
Soient r,,, r,2, Tj^ les abaissemenls eux-mêmes et 



r/./Â^'" 



""'*■. .T^'Â^'" 



Kl 

'/d 
Kl 

!d' 

leurs grandeurs am])lilîéos, de sorte que ce sont les grandeurs y/,, 
r^[,, t/, que Ton a direclement déterminées sur l'épure, à TéclielK' 
<les forces f§ 6). Si les appuis étaient de niveau, les moments de 
flexion M',, M.,, M!, qu'il faudrait y appliquer en sus de ceux 
connus qui y existeraient en Tabsence des appuis intermédiaires 
devraient être tels qu'ils produisissent au droit de ces appuis des 
déplacements — T^^, — r,2, — t,3 contraires à ceux qui se produi- 
raient sans les appuis; car, en vertu du principe de la superpo- 
sition des efl'ets des forces si, aux forces agissantes et qui, sans 
appuis, produisent les déplacements t,,, t.o, r,3, on adjoint, au 
droit des appuis, dci couples M'^ , M'^, M'^ capables, à eux seuls, dv. 
produire les déplacements — t,,, — Tjo, — 7,3, les charges et les 
couples réunis produiront des déplacements 

c'est-à-dire nuls au droit des appuis, ce qui doit être. 
Si les appuis ne sont pas de niveau et que l'on nomme 

leurs ordonnées par rapport à l'horizontale de Tappui A©, les 
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moments M'^, M!,, M, devront être tels qu'ils produisent un dépla- 
cement total 

7i — T,,, J^t—M, 73 — Tr;j 

qui, ajoutés à ceux 

'il» 'iî» T^3» 

que produiraient les charges, sans les appuis, donnent bien 

7i» 7», Js- 

Portons sur les verticales des appuis A<, Ao, A3 les longueurs 

connues 

FJ . . El 

El , El 

El . . El 

au-dessus ou au-dessous de Thorizonlale passant par Ao, suivant 
que CCS grandeurs sont positives ou négatives. Soient {/ig* b et c) 
A',, A!,, A3 les points ainsi obtenus. Si Ton supprime, par la 
pensée, toutes les charges, les côtés 3, 6, 9 du poljgone funiculaire 
de \^/ig' b devront passer par les points A',, A!j, A!,. Comme les 
charges ont disparu, les côtés i.2;4-5;7.8; 10. 11 coïncident, 
de sorte qu'il n'y aura que sept côtés au lieu de onze. Leur tracé 
se fera suivant les règles du § 6 qui se simplifient par l'absence 
des forces o*!, o-j, 0-3 et surtout par la détermination préalable des 
foyers. Ce tracé fait, on aura les moments de flexion M|,M2, M', 
par la métliode indiquée au § 2 susmentionné et, en les ajoutant à 
ceux connus qui se produiraient sans la présence des appuis, on 
aura les moments M^, M2, M3 sur les appuis. 

Il va de soi que la méthode s'étend aux poutres à section va- 
riable. 
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DEUXIÈME ÉDITION. 
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Nous avoQS aujourd'hui à appeler rattention de nos lecteurs sur une 
nouvelle et importante publication de M. H. Resal. La première édition du 
Traité élémentaire de Mécanique céleste, dans lequel le savant auteur s'é- 
tait proposé d'exposer les principes fondamentaux de cette science, en ayant 
recours aux démonstrations les plus simples, avait été accueillie avec la 
plus grande faveur et se trouvait depuis longtemps épuisée. Au lieu de la 
réimprimer purement et simplement, M. Resal lui a fait subir de profondes 
modifications qui en font un Ouvrage nouveau à bien des égards. Au reste, 
pour donner une idée de Tordre adopté et des matières traitées, nous n'au- 
rons qu'à reproduire l'extrait suivant de la Préface de l'Ouvrage. 

Poar déblayer le terrain, et en même temps pour faciliter la lecture du 
texte proprement dit, nous avons cru devoir, placer en tôte de l'Ouvrage une 
Introduction où se trouvent traitées, d'une manière spéciale, la plupart des 
questions de Mécanique analytique et d'Analyse qui aoivent ultérieurement 
se présenter, et parmi lesquelles nous signalerons les suivantes : dans le 
Titre 1, nous avons donné les équations de la Mécanique analytique, dues à 
Lagrange, Hamilton et Jacobi, suivies de celles auxquelles conduit la 
méthode de la variation des constantes arbitraires. Le Titre II se rapporte à 
remploi des coordonnées elliptiques dans la solution de certains problèmes 
relatifs au mouvement d'un point matériel dans un plan. Dans le Titre III 
nous avons reproduit les intégrales connues des équations du mouvement 
relatif, par rapport à l'un de ses points, d'un système matériel uniquement 
soumis à ses actions mutuelles. Nous avons eu pour objet, dans le Titre IV, 
d'établir les équations du mouvement dans l'espace d'un point matériel, ex- 
primées en coordonnées polaires, équations auxquelles on doit avoir recours 



dans la théorie de la Lune. Le Titre V et dernier de l'Introduction ren- 
ferme les solutions de quelques questions d'Analyse dont les énoncés ne peuvent 
Cas être traduits en langage orainaire et pour lesquelles nous renverrons à It 
able des matières. 

Nous arrivons maintenant à la partie essentielle de l'Ouvrage. 

Dans le Chapitre I, nous nous sommes occupé du mouvement elliptique 
des planètes» de la gravitation, de la détermination des masses, de la formule 
<'e Lambert et de ses conséquences dans le mouvement parabolique des 
«oméles; de la détermination des constantes introduites dans les formules du 
rriouvement elliptique et notamment par la méthode de Gauss, qui n'est men- 
tionnée ni dans la Mécanique céleste de Lapiace, ni dans VExposition ana- 
lytique du système du monde de Pontécoulant; des développements en 
séries des coordonnées d'une planète suivant les puissances ascendante du 
temps et de leurs applications, ainsi que de la détermination des éléments 
d'une orbite cométaire. Comme première innovation apportée au programme 
de la première édition, nous avons terminé le Chapitre dont il s'agit en nous 
occupant du problème du mouvement plan d'un point matériel attiré par 
deux centres uxes en raison inverse du carré de la distance; ce problème, posé 
par Ëuler, a été complètement résolu par Legendre, puis par Liouvillc, dont 
nous avons reproduit la démonstration, en raison de sa simplicité. 

» Le Chapitre El est consacré entièrement à la théorie des perturbations. 
Nous avons pensé que, pour bien faire comprendre le sens du problème que 
l'on a en vue, il convenait de faire précéder les recherches analytiques de la 
théorie géométrique des perturbations, dont l'idée première est due à Newton 
et qui a été reprise plus tard par Lagrange, dans 1 hypothèse où les planètes 
circuleraient dans le plan de 1 écliptique. Dans cette seconde innovation, nous 
avons eu uniquement recours aux propriétés de l'accélération, qui, comme on 
le sait, n'ont été établies que vers le commencement de la seconde moitié de 
notre siècle. Nous avons déduit très facilement, des résultats obtenus, les 
formules de Poisson qui s'appliquent au mouvement d'une planète dans un 
milieu dont la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. Nous 
avons exposé ensuite la théorie analytique des perturbations des planètes, en 
prenant pour point de départ les théorèmes d'Hamilton et de Jacooi, méthode 
qui est beaucoup plus simple que celle de Lagrange, lorsqu'on s'est bien 
assimilé les malicres contenues dans l'Introduction. Nous avons terminé le 
Chapitre en donnant les formules qui se rapportent aux perturbations du 
mouvement elliptique des comètes. 

» Dans le calcul de l'attraction des corps, qui fait l'objet du Chapitre III, 
nous avons reproduit, à quelques modifications près, les démonstrations 
géométriques que nous avions données dans la première édition, en vue 
d'apporter quelque clarté sur cette partie de la Mécanique céleste. Nous avons 
continué à démontrer a priori, au moyen d'une double intégration par 
parties, la convergence du développement du potentiel en fonctions sphériqucs 
dans les cas douteux auxquels Lapiace ne s'est pas arrêté. Nous avons 
employé, pour déterminer la forme de ces fonctions, la méthode de Jacobi, 
à laquelle nous avons donné plus de développements, et qui est l'une des plus 
élégantes et des plus simples. 

» Parmi les questions traitées dans le Chapitre IV, relatif à la figure des 
planètes, nous citerons celle de l'ellipsoïde à trois axes inégaux de Jacobi, la 
discussion des équations qui en résultent, établie d'abord par Meyer, pais 
modifiée et complétée par Liouville; les hypothèses de Legendre et de 
E. Hoche sur la variation de la densité dans 1 intérieur de la Terre; le théo- 
rème de Liouville sur la stabilité de l'équilibre d'une masse fluide animée 
d'un mouvement de rotation, théorème dont nous avons donné une démons- 
' tration géométrique et que nous avons ensuite appliqué à la stabilité de 
l'équilibre des mers. 

» Nous avons déduit (Chap. V), de considérations géométriques sur le mou- 
vement d'un point, les propriétés, dues à Lapiace, des lignes géodésiques 
tracées sur la surface d'un sphéroïde. 

» Dans le Chapitre VI, où nous nous occupons des atmosphères des corps 
célestes, nous avons notamment emprunté à Ë. Roche les considérations qui, 
en tenant compte de l'hypothèse de la force répulsive due aux radiations calo- 
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rifiqaes, imaeinée par M. Paye, permettent d'expliçfuer la forme des comètes. 

» En tête du Chapitre VII, intitulé Des oscillations de la mer et de l'at- 
mosphère, nous ayons établi immédiatement les équations des petits mouve- 
ments d'un fluide recouvrant un noyau sphérotdal, en nous appuyant unique- 
ment sur le théorème de Coriolis dans le mouvement relatif, et sur le principe 
de rindépendance des forces centrifuges composées avec les mouvements com- 
osants. Nous sommes parvenu à établir la formule pratique relative aux 
marées, donnée par V Annuaire du Bureau des Longitudes, formule qui 
parait être due à Poisson, mais dont nous n'avons trouvé nulle part la démons- 
tration. 

Une interprétation géométrique des propriétés du mouvement d'un solide 
autour d'un point fixe nous a permis de poser presque immédiatement les 
équations du mouvement de la Terre autour de son centre de gravité 
(Chap. VIII). En ce qui concerne les déplacements séculaires de la Terre, 
nous avions, dans la première édition, pris pour origine du temps l'année iT^o; 
mais ici nous partons de l'année i85o, et nous mettons à profit les chiiïres 
obtenus par Le Verrier en discutant les résultats des observations de Peters. 
Une simple considération géométrique basée sur la théorie des mouvements 
relatifs nous a permis d'établir facilement ce théorème de Laplace : Les phé- 
nomènes de la précession des ëquinoxes et de la nutation sont absolument 
les mêmes que si la mer et Vatmx>sphèi'e formaient une muasse solide avec 
le sphéroïde qu'elles recouvrent. 

Les équations du mouvement de la Lune et de l'anneau de Saturne, comme 
celles qui se rapportent à la Terre, ont aussi été déduites de considérations 
géométriaues. 

La publication de notre Ouvrage sur la Physique matJiém.atique nous a 
dispensé de reproduire^ dans le Chapitre IX, relatif à la chaleur terrestre, les 
développements sur le mouvement de la chaleur dans une sphère et sur la 
chaleur centrale du globe, que nous avions donnés dans la première édition; 
nous n'avons eu dès lors, à quelq^ues préliminaires près, à nous occuper que 
de la diminution de la durée du jour due au refroidissement de la Terre. 

Nous avons ajouté au programme que nous avions adopté dans la première 
édition, et d'après Laplace dont nous nous sommes elTorcé de simplifier les 
démonstrations : i* la théorie des réfractions astronomiques; 2" la théorie 
des inégalités du mouvement des planètes dues à l'ellipticité du Soleil, avec 
son application à Mercure; 3* eniin, pour terminer, les principes fondamen- 
taux de la théorie de la Lune, en suivant la voie tracée par Laplace. 

A cet exposé si complet et si intéressant, nous n'ajouterons qu'un seul 
mol. L'exposition est claire et satisfaisante. Quant à l'impression, elle est 
digne en tout des presses de M. Gauthier-Villars. La seconde édition du 
Traité élémentaire df Mécanique céleste se présente SOUS la forme d'un 
beau Volume in-4^ où rien ne laisse à désirer, ni les figures, ni les for- 
mules, ni le texte. 
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Avertissement. 

Les moteurs à gaz tonnant ont conauis si rapidement leur place dans la 
|)etite industrie aux côtés de leur rivale, la machine à vapeur, que Tatten^ 
tion de tous ceux qui s*occupent de production de force motrice a été vive- 
ment excitée, et Ton peut dire aujourd'hui que la question est à l*ordre da 
jour de la Science. 

Je n'ai pas la prétention d'établir une théorie rationnelle complète des 
moteurs à gaz, mais je serais heureux d'y contribuer pour une faible part, 
en appelant surtout l'attention des savants sur l'influence capitale des 
parois du cylindre sur les gaz qui parcourent le cycle. 

Le sujet est neuf encore : en France, on ne s'en est point occupé spécia- 
lement, à ma connaissance, et les Traités généraux de Thermodynamique 
mentionnent à peine les nouveaux moteurs. A l'étranger, il a paru deux 
n^ono^raphies (i), auxquelles j'ai emprunté surtout des renseignements pra- 
tiques de la plus grande valeur. 

i^our exposer le résultat de ces études avec méthode, je dé&mrai d'abord 
le cycle théorique des divers genres de moteurs à gaz et je calculerai leur 
coefficient économique. Cette première Partie sera toute théorique. Il con- 
viendra ensuite de comparer les diagrammes fictifs des cycles ainsi étudiés 
avec ceux qu'on relève directement sur les moteurs en travail, à l'aide de 
l'indicateur Richard. Par l'examen des déformations survenues, nous pour- 
rons découvrir les imperfections du cycle réel et évaluer, dans une certaine 
mesure, leur influence sur le rendement effectif. Quelques points resteront 
obscurs ; des expériences variées, spécialement instituées dans ce but, nous 
permettront d'analyser plusieurs phénomènes complexes et de déterminer 
la part oui revient aux diverses influences mises en jeu : c'est le seul 
moyen ae trancher des opinions contradictoires. Enfin, édairés par la 
théorie et guidés par l'expérience, nous pourrons formuler un jugemenl 
motivé sur la valeur de ces machines. 

La conclusion de nos recherches est tout en faveur des moteurs à gaz 
tonnant, que d'éminents ingénieurs considèrent à juste titre comme les 
moteurs de l'avenir. 
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cients économiques théoriques. — Constantes des machines à gaz tonnanL — 
Application à la comparaison des cycles. 
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